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Prefacio

N ada é tao fascinante quanto os objetos do céu, e poucas coisas causam

tanta curiosidade quanto a possibilidade de um encontro desses objetos com a
Terra. Desde o comeco da humanidade a busca pelo entendimento dos objetos do
céu é parte da rotina da sociedade, entre outros motivos, para entender como sua
vida seria modificada por estes eventos. Com o tempo e a evolucio das diferentes
ciéncias, foi ainda mais importante entender o risco do impactos de tais objetos, haja
visto a ocorréncia de eventos catastréficos para certas categorias da classificacdo
de Linnaeus.

Além da mera curiosidade, que sempre foi relevante para nds, o acesso ao
desconhecido foi permitido pelas evolucdes técnicas tipicas da evolucéo histérica e,
para o caso presente, em especial a ocorrida na Europa do séc. XVII. Com o advento
dos telescépios, o fascinio artistico e conceitual do céu deu origem a sua descricao
precisa e quantitativa, e o acimulo de dados abriu margem a descricdo matematica.
Desta ultima, dois ramos distintos sdo possiveis sendas a serem caminhadas. Uma
€ a descricao exata, analitica, e tdo precisa quanto se queira, outra é a solucdo

numeérica, aproximada, e tao precisa quanto se possa. A evolucido matematica



dos séculos, e até hoje, percorre esses dois caminhos, como sera explorado no
presente livro. Nele é possivel evidenciar a complexidade que é o entendimento
sobre o tema em questdo, ja que tanto o carater analitico quanto o numérico sao
explorados, ao se revelar os desafios no estudo da estabilidade dos astros.
Levantamentos de dados recentes, como o James Webb Telescope, tém
posto a prova nossas certezas acerca da astrometria e posicao do céu. Isto porque
as dezenas de paises, centenas de milhdes de dolares, e milhares de pessoas, envol-
vidas durante o processo, se apoiaram na solidez dos célculos para a determinacgao
da posicao deste telescépio: um ponto de equilibrio de Lagrange. E no presente
livro sdo reveladas as particularidades deste estudo matematico. Diversos outros
estudos sao realizados, discussoes sobre temas atuais e relevantes sao apresentas,
bem como avaliados casos reais de asteroides e possiveis impactos com a Terra. Os
autores tiveram o trabalho minucioso de combinar a andlise estrutural, do ambiente
astronémico em questdo, com o desenvolvimento matematico, pertinente para
seu entendimento. Com isto, as proximas paginas ndo apenas permitem o acesso

ao como tais fendmenos acontecem mas também, de certa maneira, ao porqué.

Dr. Rodrigo de Sousa Gongalves
Professor da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (UFRRJ)

Rio de Janeiro, novembro de 2025



Consideracoes Iniciais

Sistema Solar contém inimeros objetos menores, e suas trajetérias as

vezes nossas assustam e cruzam a nossa. Logo, esse livro surge para discutir como
determinar quais, quando e com qual probabilidade esses cruzamentos podem
se tornar eventos de impacto. O interesse no assunto deixa de ser puramente

académico quando o alvo é a defesa planetaria.

O texto segue na ldgica do problema: Comecamos com o Problema de
Dois Corpos, um modelo que tem solucdo mas é fisicamente incompleto, util como
primeiro referencial. Na verdade, precisamos mesmo € ir em fremte para enfrentar
o movimento de mais corpos, que chamamos do Problema de N-Corpos, onde as

perturbacdes gravitacionais sdo a regra e as solugdes analiticas sdo a excecao.

Definido como os corpos deveriam se mover, passamos ao desafio central:
o problema inverso. Ou seja, como obter uma trajetéria completa a partir de poucos
(e péssimos) pontos, medidos de uma plataforma de observacio que insiste em
girar e orbitar o Sol. Para isso, vamos falar sobre os métodos classicos de Gauss e

Laplace, que primeiro tentaram sistematizar essa inferéncia.



vi

Esses métodos classicos fornecem um palpite inicial. O trabalho moderno
esta no refinamento, um quase “lapidar”, em um processo de correcio diferencial
que forca o modelo dindmico a se ajustar a todas as observacdes disponiveis
usando o Método dos Minimos Quadrados. O resultado deste processo nio é
a orbita verdadeira, mas sim uma drbita nominal acompanhada de sua matriz de
covaridncia.

Esta matriz de incerteza é, talvez, mais importante que a prépria 6rbita,
pois é ela que nos ajuda a quantificar quantifica o tamanho da nossa ignorancia e
€ a entrada direta para a analise de risco, permitindo mapear a regido de confianca
e calcular probabilidades de impacto.

Para demonstrar como essa cadeia de ferramentas funciona sob pressao,
ao final nés trazemos o caso do (99942) Apophis. Sua descoberta, o alarme inicial
de 2004, a identificacdo dos keyholes e a eventual resolucdo da ameaca ilustram
por que a medicdo precisa de efeitos subtis, como o Yarkovsky, é fundamental.
O livro é, portanto, um percurso da fisica idealizada a gestdo estatistica do risco

orbital.

Dr. Anderson de Oliveira Ribeiro

Coordenador do Programa de Pés-graduagdo e Pesquisa da PROPPEX (UGB-FERP)

Dr. Daniel Guimardes Tedesco
Professor da Escola de Educacgdo, Humanidades e Linguas (ESEHL)
e do Programa de Pés Graduacdo em Educacdo e Novas Tecnologias (PPGENT)

no Centro Universitdrio Internacional (UNINTER)
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Capitulo 1

Pequenos Corpos e o Problema da

Determinacao Orbital

astronomia moderna fundamenta-se na andlise quantitativa dos fenéme-

nos celestes, uma abordagem que se distingue da tradicional observacao visual,
atualmente limitada pela poluicdo luminosa. Os principios fisicos e os métodos
matematicos que regem o cosmos, no entanto, permanecem acessiveis por meio
do estudo sistematico. Este capitulo introdutdrio apresenta o contexto histérico e
a base fisica para o problema central deste trabalho: a determinacao de érbitas de
corpos menores do Sistema Solar e a avaliacao de risco de impacto com a Terra. A
andlise foca-se em asteroides, embora a metodologia seja extensivel a cometas e

outros objetos
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1.1 Sistema Solar e seus componentes

O Sistema Solar® compreende o Sol e os corpos celestes gravitacionalmente ligados
a ele. Além dos oito planetas e seus satélites, o sistema inclui uma vasta populacdo
de corpos menores: planetas andes (como Plutdo, Eris e Ceres), asteroides, cometas,

meteoroides e poeira interplanetaria.

Figura 1.1: O cometa C/2006 P1 (McNaught), fotografado em 23 de janeiro de 2007.
Cometas sdo corpos menores ricos em gelo, cuja sublimacdo ao se aproximar do Sol gera a
coma e as caudas visiveis. (Fonte: NASA/Sebastian Deiries/ESQO)

O estudo desses objetos define a Ciéncia Planetaria, uma disciplina que

integra Astronomia, Astrofisica e Geociéncias. Os corpos menores sao de particular

0 primeiro uso registrado do termo Sistema Solar data de 1704 (Merriam-Webster, 2008).
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interesse por serem considerados remanescentes da formacao do Sistema Solar,
ocorrida ha aproximadamente 4,6 Gyr. Sua composicao e distribuicdo espacial
fornecem informacdes sobre as condicdes e a evolucao do disco protoplanetario
original.

O estudo formal dos corpos menores tem um inicio difuso. Cometas, por
suas aparicdes notaveis, foram registrados por diversas culturas ao longo da histé-
ria (Figura 1.1). Os registros astronémicos chineses (c. 1100 a.C. a 1700 d.C.) séo
especialmente detalhados, documentando cometas, meteoros e outros fenéme-
nos (?). Contribuicdes significativas também vieram de observadores coreanos e
japoneses. Embora registros mesoamericanos analogos provavelmente existissem,
a maior parte foi perdida.

A transicdo para o estudo moderno ocorreu com a aplicacdo da mecanica
newtoniana. Edmond Halley, ao analisar registros histéricos sob a dtica da teoria da
gravitacao de Newton, previu o retorno do cometa que hoje leva seu nome. Essa
previsdo demonstrou que tais objetos sdo membros do Sistema Solar, governados

pelas mesmas leis fisicas que os planetas.

1.2 Terceira Lei de Kepler

As leis empiricas de Kepler sdo consequéncias diretas da dinAmica Newtoniana.
A Terceira Lei, que relaciona o periodo orbital () ao semi-eixo maior (a), é parti-
cularmente fundamental para a determinacao de 6rbitas. Sua derivacdo pode ser
ilustrada a partir do caso simplificado de uma 6rbita circular (r = a), onde a forca
gravitacional (Fg) prové a forga centripeta (F,) necessaria para manter o corpo em

movimento.
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Aigualdade entre as forcas, Fg = F,, estabelece a relagdo

M+ 2
r r

sendo M e m as massas dos corpos, G € a constante gravitacional e vé a velocidade

orbital. Simplificando a expressdo, obtém-se a velocidade orbital em funcédo do

\J r

A velocidade pode também ser expressa como a razao entre a circunferéncia da

raio

6rbita (2777) e o periodo orbital (T). Ao substituir v = 27r /T na Equacgio (1.2) e
reorganizar os termos para isolar Tz, chega-se a forma newtoniana da Terceira Lei

de Kepler para érbitas

2.2 2
4m°r _ G(M+m) . Tz _ (L) 7‘3 (1.3)

T2 r G(M + m)
Embora derivada aqui para o caso circular, uma deducao formal para érbitas elipti-
cas, que considera a conservacao de energia e momento angular, demonstra que o
raio r é substituido pelo semi-eixo maior a

o_ (47 \ 3
T _(G(M+m)>a (1.4)
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Para a maioria dos casos no Sistema Solar, a massa do corpo orbitante (m) é
desprezivel em comparacdo com a massa do corpo central (M), permitindo a
aproximacdo M + m = M. Isso simplifica a lei para
47°
T? = | =— ) a® (1.5)
GM
Esta relacdo é instrumental, pois permite determinar o semi-eixo maior da 6rbita
a partir do periodo orbital, uma grandeza diretamente observavel. Ao adotar uni-
dades de anos para T e Unidades Astronémicas (UA) para a no movimento em
torno do Sol (M = M), a constante de proporcionalidade 4%2/(GMO) torna-se

numericamente igual a 1, resultando na conhecida forma T? = &3.

1.3 Planeta Perdido? Titius-Bode e a Descoberta de Ceres

A descoberta do primeiro asteroide, Ceres, foi motivada nio pela aplicacio direta
da fisica newtoniana, mas por uma regularidade numérica empirica conhecida

como relacao de Titius-Bode.

A existéncia de uma lacuna orbital entre Marte e Japiter ja havia sido
notada por Kepler no século XVI. No século XVIIl, essa observacdo ganhou um
carater preditivo quando Johann Titius formulou uma sequéncia numérica que
descrevia as distancias dos planetas ao Sol. A relacdo, popularizada por Johann

Bode, previa o semi-eixo maior a,, (em UA) do n-ésimo planeta através da férmula:

a, = 0.4+ (0.3 x k,) (1.6)
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onde k, segue a sequéncia 0,1,2,4,8,... (comk; =0ek, = 2" 2 paran > 2).
A descoberta de Urano por William Herschel em 1781, cujo semi-eixo maior se
alinhava a previsao da férmula, conferiu grande credibilidade a regra e intensificou
a busca por um corpo celeste na posicao vagaden = 5.

A Tabela 1.1 compara as predicées da relacdo com os valores observados
para os planetas conhecidos a época, evidenciando a lacuna que motivou a busca

por Ceres.

Tabela 1.1: Comparacao entre os semi-eixos maiores preditos pela relacdo de Titius-Bode
e os valores observados (ca. 1800).

Planeta (n) k, a,Predito [UA] Observado [UA] Desvio

Mercario(1) O 0,40 0,39 2,6
Vénus (2) 1 0,70 0,72 —-2,8
Terra (3) 2 1,00 1,00 0,0
Marte (4) 4 1,60 1,52 5,3
Lacuna (5) 8 2,80 ? ?

Jupiter (6) 16 5,20 5,20 0,0
Saturno (7) 32 10,00 9,58 4,4
Urano (8) 64 19,60 19,22 2,0

Nota: O desvio € (@pregito — Gobs)/ obs:

A lacuna na posicdo n = 5 da relacdo de Titius-Bode, que previa um corpo
a = 2,8 UA, motivou um grupo de astrénomos (Policiais Celestiais) a organizar uma
busca sistematica.

Nesse contexto, em 1° de janeiro de 1801, Giuseppe Piazzi observou um
objeto ndo catalogado na constelacdo de Touro (?). O movimento do objeto em
relacdo as estrelas de fundo, detectado em noites subsequentes, indicou que se

tratava de um corpo do Sistema Solar. Piazzi o nomeou Ceres Ferdinandea e realizou
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24 observacgodes ao longo de 41 dias, até que a proximidade angular com o Sol
impediu novas medicdes.

O arco observacional resultante era curto, e os métodos de calculo de
Orbita existentes eram inadequados para determinar uma trajetéria eliptica a partir
de dados tao limitados. Isso gerou a possibilidade de o objeto ndo ser reencontrado.

O problema foi abordado por Carl Friedrich Gauss, que desenvolveu um
novo método matematico para determinacéo orbital (detalhado no Capitulo 8).
Utilizando as 24 observacdes de Piazzi com seu Método dos Minimos Quadrados,
Gauss publicou em setembro de 1801 as efemérides para a posicdo futura de
Ceres.

Com base nesses calculos, Franz von Zach e Heinrich Olbers recuperaram
o objeto em 31 de dezembro de 1801 e 1° de janeiro de 1802, respectivamente.
A orbita determinada por Gauss apresentou um semi-eixo maior de a = 2,77 UA,

consistente com a posicao prevista pela relacdo de Titius-Bode.

1.4 Cinturao Principal

A conformidade da érbita de Ceres com a relacao de Titius-Bode foi posta em
questao com a descoberta de um segundo objeto na mesma regido orbital. Em
marco de 1802, Heinrich Olbers identificou 2 Pallas. Seguiram-se as descobertas
de 3 Juno em 1804 por Karl Harding e de 4 Vesta em 1807, novamente por Olbers
(Figura 1.2).

Essas observacgoes indicaram a existéncia ndo de um Unico planeta, mas
de uma populacdo de corpos menores entre Marte e Jupiter. Olbers levantou a

hipétese de que seriam fragmentos de um planeta que se desintegrou, uma ideia
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1000 km

R4\ 17  —]

Juno Pallas Vesta Ceres
254km 512km 525km 939km

e ® ¢

Figura 1.2: Comparacido de tamanho dos quatro primeiros asteroides (Ceres, Pallas,
Juno, Vesta) com a Lua. A figura mostra suas formas irregulares. (Fontes: NASA/JPL-
Caltech/UCLA/MPS/DLR/IDA; ESO/Vernazza et al.)

hoje descartada. William Herschel cunhou o termo asteroide para descrever a
aparéncia pontual desses objetos em telescépios, que os diferenciava dos discos

planetdrios.

As descobertas estabeleceram a existéncia do Cinturao Principal de As-
teroides, a regido entre aproximadamente 2.1 e 3,3 UA onde se concentra a mai-
oria dos asteroides. Posteriormente, a descoberta de Netuno em 1846, cuja 6r-
bita (a = 30,1 UA) n3o correspondia a predicdo de Titius-Bode paran = 9
(ag = 38,8 UA), demonstrou que a relagdo era uma coincidéncia numérica sem

fundamento fisico.

A busca pelo corpo previsto pela relacao de Titius-Bode, embora baseada

em uma premissa incorreta, resultou na identificacdo de uma nova classe de objetos
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do Sistema Solar e estimulou o desenvolvimento de métodos de determinacao

orbital.

1.5 Definicoes atuais da IAU

A proliferacdo de descobertas, que hoje ultrapassa meio milhdo de asteroides
catalogados, e a subsequente descoberta de objetos transnetunianos de tamanho
comparavel ao de Plutdo, forcaram a comunidade astronémica a redefinir formal-
mente o termo planeta. Sendo assim, a Unido Astrondmica Internacional (IAU), em

sua XXVI Assembleia Geral realizada em 2006, estabeleceu as definicdes formais:

1. Planeta: E um corpo celeste que (a) orbita o Sol, (b) possui massa suficiente
para que sua autogravidade supere as forcas de corpo rigido, atingindo um
estado de equilibrio hidrostatico (forma aproximadamente esférica/elip-
soidal), e (c) tornou-se o corpo gravitacionalmente dominante em sua vizi-

nhanca orbital (limpou sua érbita de outros corpos).

2. Planeta An3o: E um corpo celeste que (a) orbita o Sol, (b) possui massa
suficiente para atingir o equilibrio hidrostatico, (c) ndo limpou a vizinhanca

de sua 6rbita, e (d) ndo é um satélite natural?.

Todos os demais objetos que orbitam o Sol, com excecio dos satélites, foram
coletivamente denominados Pequenos Corpos do Sistema Solar (Small Solar System
Bodies - SSSB), uma categoria que inclui a maioria dos asteroides e cometas. Sob
esta nova definicdo, Ceres foi reclassificado como planeta anéo, juntamente com

Plutao, Eris, Haumea e Makemake.

2Um satélite natural ou lua (em letra mintscula) é um corpo celeste que orbita um planeta, um
planeta ando ou um dos pequenos corpos do Sistema Solar.



10 Capitulo 1. Pequenos Corpos e o Problema da Determinacgao Orbital

1.6 Corpos Menores no Sistema Solar

O Sistema Solar é constituido predominantemente pela massa do Sol, seguido pelos
oito planetas classicos. No entanto, ele também abriga uma grande e heterogénea
populacio de corpos menores. Esta categoria engloba todos os objetos que orbitam
o Sol e que néo sao classificados como planetas, planetas andes ou satélites naturais
destes.

Estes corpos sdo de interesse cientifico primordial, pois representam os
blocos construtores remanescentes do processo de formacao planetaria, ocorrido
ha aproximadamente 4,5 Gyr. Eles funcionam como um registro féssil das condicoes
fisicas e quimicas do disco protoplanetario primordial, oferecendo informacoes
sobre a origem e evolucao do nosso sistema.

A populacdo de corpos menores exibe uma ampla gama de tamanhos,
desde particulas de poeira micrométricas até objetos com centenas de quildometros
de didmetro, como o planeta anio (1) Ceres, que anteriormente era classificado
como o maior asteroide. Objetos menores que = 500 km de didametro geralmente
nao possuem gravidade suficiente para superar a rigidez de seus materiais consti-
tuintes e atingir o equilibrio hidrostatico. Consequentemente, muitos apresentam

formas irregulares.

1.6.1 Distincao entre Asteroides e Cometas

Uma distincado entre os corpos menores baseia-se em sua composicao e atividade

observacional:

e Cometas: Sdo caracterizados por uma composicao rica em materiais vo-

lateis, principalmente gelos (H,O, CO,, CO, CHy, NHj5, etc.), misturados
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com poeira de silicatos e compostos organicos complexos. Seus nucleos sao
frequentemente descritos como bolas de neve sujas. Quando suas 6rbitas
os conduzem ao Sistema Solar interior (tipicamente a distancias heliocén-
tricas r < 3 UA), o aumento da radiacdo solar provoca a sublimagao dos
gelos superficiais. Os gases liberados arrastam consigo particulas de poeira,
formando uma atmosfera ténue e transiente chamada coma. A pressdo da
radiacdo solar e a interacdo com o vento solar podem entdo empurrar esses
materiais para longe do nucleo, formando as distintas caudas de gas (ions) e
poeira. A presenca desta atividade (coma e/ou cauda) é a marca definidora

de um cometa ativo.

e Asteroides: Sido corpos predominantemente rochosos ou metalicos, com-
postos por materiais refratarios (com altos pontos de fusdo/sublimacio),
como silicatos, 6xidos metalicos e metais (principalmente Ferro e Niquel).
Em geral, asteroides sdo incapazes de exibir a atividade cometdria, seja
porque se formaram em regides mais quentes do disco protoplanetario
onde os volateis ndo puderam condensar, ou porque perderam seus volateis
primordiais devido ao aquecimento solar ou processos colisionais ao longo
da historia do Sistema Solar. A fronteira entre asteroides e cometas, no
entanto, ndo é totalmente nitida, com a descoberta de cometas do cinturao

principal e asteroides ativos que exibem atividade ténue.

1.6.2 Distribuicao Espacial e o Cinturao Principal

Atualmente, mais de um milhdo de corpos menores sdo conhecidos e catalogados.

Embora distribuidos por todo o Sistema Solar, a grande maioria dos asteroides
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conhecidos, aproximadamente 78% do total catalogado, estd em uma regiao espe-
cifica entre as 6rbitas de Marte e Jupiter. Esta regido, conhecida como o Cinturao
Principal de Asteroides, estende-se aproximadamente de 2,0 UA a 3,2 UA do Sol.

A existéncia e estrutura do Cinturao Principal sido fortemente influenciadas
pela presenca massiva de Jupiter. Sua gravidade impediu que o material nesta
regido se aglutinasse para formar um planeta de tamanho consideravel e esculpiu
a distribuicdo dos asteroides através de perturbacdes e ressonancias orbitais. A
proximidade desta regido a linha de gelo primordial, detalhada no Capitulo 2,
também contribui para a diversidade composicional observada nos asteroides do

cinturao.

1.7 Magnitude, Albedo e Tamanho

A caracterizacao fisica dos corpos menores depende primariamente da anélise da

luz solar que eles refletem ou da radiacdo térmica que emitem.

1.7.1 Magnitude Absoluta (H)

O brilho aparente de um asteroide (m) varia enormemente com sua distancia ao Sol
(1) e ao observador (A), bem como com o dngulo de fase « (o angulo Sol-asteroide-
observador). Para comparar o brilho intrinseco de diferentes objetos, utiliza-se a
magnitude absoluta (H).

H é definida como a magnitude visual aparente que o objeto teria se
estivesse localizado hipoteticamente a uma distancia de 1 UA do Sol e 1 UA do
observador, e visto em angulo de fase zero (@ = 0°). Esta configuracdo geométrica

maximiza o brilho observado. A magnitude absoluta é calculada a partir de mdltiplas



1.7. Magnitude, Albedo e Tamanho 13

observacdes de magnitude aparente m em diferentes geometrias, usando uma

relacdo fotométrica que modela o efeito da distancia e do angulo de fase.

E importante entender que H é uma medida de brilho intrinseco, nio
de tamanho. Um objeto pequeno e muito reflexivo pode ter o mesmo H que um

objeto grande e escuro.

1.7.2 Albedo Geométrico (py)

O, tipicamente medido na bandaV e py, quantifica a refletividade de uma superficie.
E definido como a razio entre o brilho do objeto observado em angulo de fase zero
e o brilho de um disco plano perfeitamente refletor do mesmo tamanho, localizado
a mesma distancia e orientado perpendicularmente a linha de visada. Valores de
py variam de = 0.02 para superficies muito escuras (como asfalto ou asteroides
carbonéaceos primitivos) até = 0.9 para superficies muito brilhantes (como neve

fresca).

1.7.3 Relacido Didmetro-Magnitude-Albedo

Assumindo esfericidade, a relacao fisica que conecta o diametro D de um asteroide
a sua magnitude absoluta H e ao seu py pode ser encontrada a partir de principios

fotométricos.
O fluxo de luz F recebido de um objeto é proporcional 3 intensidade Ida

fonte (Sol), & area da secio transversal A do objeto que reflete a luz, ao albedo

Py e inversamente proporcional ao quadrado das distancias r (Sol-objeto) e A?
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(objeto-observador). Para a geometria de definicio de H(r = 1UA, A = 1 UA,
a = 0°), o fluxo F é:

I 1
pyr A ——
(1UA)? by (1UA)?

A érea da seco transversal é A = (D/2)?. Assim, Fiy o< pyD?. A escala de
magnitude ¢é logaritmica: H = —2.5log;o(Fgy) + K, onde K é uma constante de

calibracio.

H = —2.5logo(k’ pyD?) + K (k’ é uma constante de proporcionalidade)
H=—2.5log1o(py) — 2.5log;o(D?) + K’ (absorvendo k” em K”)
H=-25 |Og10(pV) -5 |0g10(D) + K’ (1.8)

Isolando log;o(D):

5logyp(D) = K" — H — 2.5 logyo(py)

10K/
log1o(D) = logyg —-0.2H (1.9)
chegando a expressao
K'/5
D= (10—> 1070-2H (1.10)
Jpv
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A constante de calibragdo Cy = IOKI/5 é determinada empiricamente comparando
com objetos de tamanho conhecido (ou usando a magnitude absoluta do Sol). Seu

valor aceito, para D em quildmetros, é Cy = 1329 km. Portanto, a relagio final é:

_ 1329km  _p/s

D (km) = (1.12)

Esta equacio é importante para estimar o tamanho de asteroides a partir de seu
brilho H, mas requer o conhecimento do albedo py. A incerteza no didmetro
é dominada pela incerteza no albedo, que pode variar significativamente entre
diferentes classes taxonémicas de asteroides (e.g., py ~ 0.04 para tipo C, py ~

0.25 para tipo S).

1.8 Estrutura Dindmica do Cinturao Principal

A distribuicao dos asteroides no Cinturao Principal ndo é uniforme. Observacoes
acumuladas ao longo de décadas revelaram uma estrutura complexa, com lacunas e
agrupamentos (ver Figura 1.3). Esta estrutura é um resultado direto das interagées

gravitacionais com os planetas, especialmente Jupiter.

1.8.1 Ressonancias de Movimento Médio (MMRs)

Uma ressonancia de movimento médio (MMR) ocorre quando o periodo orbital
T4 de um asteroide e o periodo orbital T} de Jupiter (ou outro planeta) estdo em
uma razado de inteiros pequenos, p : q. Isso significa que o movimento médio

n = 2 /Tsatisfazarelagdo p-ny = q-nj.
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dupiter

Figura 1.3: Distribuicdo dos asteroides conhecidos (em 2018) no plano semieixo maior
(a) versus magnitude absoluta (H). O Cinturio Principal domina a regido entre = 2.1 e
3,3 UA. As lacunas de Kirkwood (zonas de instabilidade devido a ressonancias com Jupiter)
sdo visiveis como faixas verticais de baixa densidade. Grupos dindmicos estaveis, como
os Troianos (verde, a = 5,2 UA) e os Hildas (rosa, a = 4,0 UA), formam concentracbes
distintas.
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Nestas regides ressonantes, as perturbacdes gravitacionais de Jupiter
sobre o asteroide se acumulam coerentemente ao longo do tempo, podendo levar
a aumentos na excentricidade e inclinacdo do asteroide, eventualmente ejetando-o
daquela regido. Isso explica as Lacunas de Kirkwood, faixas de baixa densidade no
Cinturao Principal correspondentes a MMRs instaveis com Japiter (e.g., 3:1, 5:2,
7:3, 2:1).

Por outro lado, algumas MMRs podem ser regides de estabilidade dindmica,

onde os asteroides ficam presos.

1.8.2 Grupos Dinamicos

A Figura 1.3 destaca dois grupos dindmicos importantes fora do cinturao principal

classico, definidos por MMRs estaveis:

¢ Troianos de Jupiter: (Nuvens verdes em a = 5,2 UA) Estes asteroides ocu-
pam a ressonancia 1:1 com Jupiter, o que significa que eles compartilham
o mesmo periodo orbital (e semi-eixo maior) que Jupiter. Eles ndo colidem
com Jupiter porque estido agrupados em torno dos pontos de Lagrange L4 e
L5 do sistema Sol-Jupiter. Estes sdo pontos de equilibrio estavel localizados
60° A frente (L4) e 60° atras (L5) de Jupiter em sua 6rbita (ver Capitulo ??).

Os Troianos libracionam (oscilam) em torno desses pontos.

¢ Grupo Hilda: (Agrupamentos rosa em a = 3,97 UA) Estes asteroides estio
presos na ressonancia 3:2 com Jupiter. Para cada 2 érbitas de Jupiter, um
asteroide Hilda completa exatamente 3 érbitas. Esta ressonancia, embora
localizada perto da borda externa instavel do Cinturdo Principal, fornece

um nicho de estabilidade dindmica de longo prazo. Os Hildas formam uma
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estrutura triangular dindmica que evita encontros muito préximos com

Jupiter.

A existéncia e as propriedades destes grupos dinamicos fornecem restricdes impor-
tantes sobre os modelos de formacao e migracdo planetaria no inicio da historia

do Sistema Solar.

1.9 Objetos Proximos a Terra (NEOs)

Dentre as diversas populacdes de corpos menores do Sistema Solar, uma classe de
particular interesse, tanto cientifico quanto pratico, é a dos Objetos Préoximos a
Terra (NEOs, do inglés Near-Earth Objects). Estes sdo asteroides e cometas cujas

orbitas os trazem para a vizinhanca orbital da Terra.

1.9.1 Definicao e Relevancia

Formalmente, um corpo menor é classificado como NEO se sua trajetéria orbital
satisfaz a condicao de que sua distancia de periélio seja g < 1,3 UA. Este limite,
1,3 UA, é escolhido por convencao e engloba objetos que podem cruzar ou se
aproximar significativamente da 6rbita terrestre. Os NEOs sao relevantes por varias

razoes:

1. Risco de Impacto: Por definicdo, suas érbitas podem interceptar ou passar
perto da orbita da Terra, representando um risco potencial de colisdo. O

monitoramento e a caracterizacdo dos NEOs sio a base da defesa planetaria.
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2. Acessibilidade: Suas 6rbitas os tornam os corpos menores mais acessiveis
para missdes espaciais, tanto robéticas quanto, potencialmente, humanas,

oferecendo alvos para exploracao e estudo in situ.

3. Origem e Evolucao: Os NEOs sao uma populacdo dinamicamente jovem,
com vidas médias orbitais na regido préxima a Terra da ordem de milhdes
de anos. Eles sdo continuamente reabastecidos a partir de reservatérios
mais distantes (principalmente o Cinturio Principal de Asteroides e o Cintu-
rao de Kuiper/Nuvem de Oort para os cometas) através de processos de
perturbacido gravitacional e efeitos ndo-gravitacionais. O estudo dos NEOs

informa sobre esses mecanismos de transporte dinamico.

O grupo de NEOs inclui tanto Cometas Préximos a Terra (NECs) quanto
Asteroides Proximos a Terra (NEAs). Embora os NECs representem um risco, como
evidenciado pelo evento de Tunguska em 1908, possivelmente causado por um
fragmento cometario, os NEAs sdo numericamente dominantes e constituem o

foco principal dos programas de busca e monitoramento.

1.9.2 Classificacdo Dindmica dos NEAs

Os NEAs sao subdivididos em quatro classes dindmicas, com base em seus elemen-
tos orbitais em relacdo a érbita da Terra. Para entender a classificacdo, recordamos

os parametros orbitais:
e a: semieixo maior (tamanho médio da orbita).
e ¢ excentricidade (forma da érbita).

e g = a(1 — e): distancia de periélio (menor distancia ao Sol).
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e O = a(1 + e): distancia de (maior distancia ao Sol).

As fronteiras da classificacao utilizam os limites da 6érbita terrestre. A Terra pos-
sui ag =~ 1,000 UA e uma pequena excentricidade eg =~ 0.0167. As distancias

extremas da Terra ao Sol sio:

g = ag(1 — eg) = 1,000 UA(1 — 0.0167) = 0,983 UA (1.12)
Op = ag(1 + eg) = 1,000 UA(1 + 0.0167) = 1,017 UA (1.13)

Estes dois valores, 0,983 UA e 1,017 UA, definem a zona radial ocupada pela érbita
da Terra e servem como referéncias para a classificacdo dos NEAs. As quatro classes

dindmicas sao (ver Figura 1.4):

1. Classe Atira (ou Apohele): Definidos pora < 1,0 UAe Q < 0,983 UA. Estes
asteroides possuem Orbitas inteiramente contidas dentro da 6rbita da Terra.
Seu Q é menor que o periélio da Terra gg. Sao objetos dificeis de detectar a
partir da Terra, pois aparecem sempre em pequenas elongacdes angulares
em relacdo ao Sol. Representam a populacdo menos numerosa de NEAs

conhecidos.

2. Classe Aten: Definidos pora < 1,0 UA e Q > 0,983 UA. Estes asteroides
tém um tamanho orbital médio menor que o da Terra (a < ag), mas suas
orbitas sdo suficientemente excéntricas para que seu Q ultrapasse o periélio
da Terra gg. Portanto, sdo asteroides que cruzam a 6rbita da Terra a partir

de dentro.

3. Classe Apollo: Definidos pora > 1,0 UA e g < 1,017 UA. Estes asteroi-

des tém um tamanho orbital médio maior que o da Terra (@ > ag), mas
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seus periélios q sdo menores que o da Terra Qg. Portanto, sdo asteroides
que cruzam a orbita da Terra a partir de fora. Esta é uma das classes mais

populosas de NEAs.

4. Classe Amor: Definidos pora > 1,0UA e 1,017 UA < g < 1,3 UA. Estes
asteroides tém 6rbitas inteiramente externas a da Terra (g > Qg), mas se
aproximam dela, com periélios entre o terrestre e o limite de 1,3 UA. Eles nao
cruzam a 6rbita da Terra, mas podem ter encontros proximos significativos.
A maioria dos NEAs descobertos pertence a esta classe. Marte também

possui uma populacdo de asteroides Amor em relacao a ele.

1.9.3 Objetos Potencialmente Perigosos (PHAs)

Dentro do grupo dos NEAs, uma subcategoria de particular relevancia para a
avaliacdo de risco de longo prazo é a dos Objetos Potencialmente Perigosos (PHAS).
Um asteroide (ou cometa de curto periodo) é classificado como PHA se satisfaz

simultaneamente dois critérios:

1. Critério de Proximidade Orbital (MOID): A Distancia Minima de Intersecio
Orbital com a Terra deve ser MOIDg, < 0,05 UA.

2. Critério de Tamanho (magnitude absoluta ): A magnitude absoluta deve ser

H < 22.0.

Andlise do Critério de MOID: O MOID mede a menor distincia geométrica entre
as duas elipses orbitais. Um valor < 0,05 UA (= 7,5 milhdes de km) indica que as

Orbitas passam muito perto uma da outra. Embora nido garanta uma colisdo (os
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Amors
a>1UA
1.017 < g < 1.3 UA

Atiras
a<1UA
Q < 0.983 UA

NEAs: ¢ < 1.3 UA \\\ _ -
PHAs: MOID< 0.05 UA, H < 22.0

Figura 1.4: Representacio esquematica das quatro classes dindmicas de NEAs em relacdo
a orbita da Terra (circulo tracejado, com gq = 0,983 UA e Qg = 1,017 UA). Atiras tém
Q < gg.Atenstéma < 1,0 > gg. Apollos téma > 1, < Qg. Amores téma > 1, Qg <

q < 1,3UA.
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corpos podem nunca estar no ponto de cruzamento ao mesmo tempo), uma MOID
pequena significa que perturbacdes gravitacionais ao longo do tempo podem
alterar ligeiramente as érbitas, potencialmente levando a uma colisdo futura. O
valor de 0,05 UA é um limiar pragmatico para identificar objetos que requerem

monitoramento a longo prazo.

Andlise do Critério de Magnitude H: O limiar H < 22.0 serve como um critério de
sele¢do para selecionar objetos grandes o suficiente para causar danos significativos
em caso de impacto. Como vimos na Eq. (1.11), o didmetro D depende de He do
albedo py. O valor H = 22.0 corresponde a um didmetro D = 140 m para um
albedo médio (py = 0.14). Objetos deste tamanho ou maiores sao capazes de
causar devastacdo em escala regional (e.g., destruir uma area metropolitana) se

impactarem a Terra.
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Capitulo 2

Formacao do Sistema Solar

investigagéo sobre a origem do Sistema Solar iniciou-se com modelos me-

canicistas. Em 1644, René Descartes postulou que um vértice de matéria fluida
arrastava os planetas em suas drbitas, uma explicacdo que evitava o conceito de
acao a distancia. Um modelo alternativo, de natureza catastroéfica, foi proposto
em 1755 por Georges-Louis Leclerc, Conde de Buffon. Ele sugeriu que a colisdo
de um cometa com o Sol teria ejetado a matéria que, ao se condensar, formou os
planetas.

Uma nova abordagem surgiu em 1765 com a hipdtese nebular de Immanuel
Kant. Utilizando a fisica newtoniana, Kant prop6s que o Sol e os planetas se
formaram simultaneamente a partir da contracao gravitacional de uma nuvem de
matéria.

Essa ideia foi desenvolvida matematicamente por Pierre-Simon Laplace

em 1796, que demonstrou que a contracdo de uma nebulosa em rotacio, devido
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a conservacao do momento angular, levaria a formacdo de um disco achatado.
Nesse modelo, o Sol se formaria no centro, enquanto anéis de matéria ejetados do
equador do disco se condensariam para originar os planetas. O modelo de Kant-

Laplace estabeleceu a base conceitual da teoria moderna de formacao planetaria.

2.1 Colapso e Formacao do Disco

O modelo de formacao do Sistema Solar contemporaneo, conhecido como Modelo
de Colapso Gravitacional de Nuvem Molecular (CGNM), é uma evolucéo das ideias
de Kant e Laplace, fundamentado em observacodes e fisica. O processo unificado
de formacao estelar e planetaria iniciou-se ha aproximadamente 4,55 X 10° anos,
com o colapso de um nucleo denso dentro de uma nuvem molecular.

Essas nuvens sdo compostas primariamente por gas - hidrogénio molecular
H, e hélio He, com tragos de outros compostos - e uma fragdo de aproximadamente

1% de sua massa em poeira, constituida por graos de silicatos, carbono e gelos.

2.1.1 Por que a Nuvem Colapsa?

Uma nuvem no espaco interestelar esta sujeita a duas forcas principais: a auto-
gravidade, que tende a contrai-la, e a pressio interna (térmica e, em menor grau,
magnética), que tende a expandi-la. O colapso s ocorre se a gravidade superar a
pressao. Este é o critério de instabilidade de Jeans. A energia potencial gravitacional

E de uma nuvem esférica de massa M e raio R é, de forma aproximada:

3 GM?
En~ —S"— 2.1
G =R (2.1)
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A energia cinética interna (térmica) Er da nuvem é a soma da energia cinética de

suas N particulas:
3
Ep= N(EkBT) (2.2)

onde kg ¢ a constante de Boltzmann e T é a temperatura. O nimero de particulas
N é a massa total M dividida pela massa média por particula, pmy, (onde 1 é o peso

molecular médio e m,, é a massa do préton): N = M/(ymp).

ET = £§]CBT (23)

pmy, 2
O colapso gravitacional ocorre quando a magnitude da energia gravitacional1

excede a energia térmica, |Eg| > Er

2 MkgT
3GM* S 3 Mkl (2.4)
5 R 2 pmy,

Podemos reescrever o raio R em termos da densidade média p = M/(%T[RS), )

quenosda R = (3M/47rp)1/3. Substituindo R na inequaco (2.4):

arp\'/3 3 MkgT
EGM2<2> >§ B

5 3IM 2 pmy,
1/3
wess 5 5 Jal (3" 25
2Gpmy, \4mp

!pelo Teorema do Virial, a condicio exata é |Eg| > 2E;, mas para uma estimativa de ordem de
grandeza, usamos a comparacao direta
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Elevando ambos os lados a poténcia 3/2, isolamos a massa M. A massa minima

para o colapso, conhecida como Massa de Jeans (M]), é:

3/2
M > M, ~ k8L / 3 v (2.6)
J 2Gpmy, 4mp '

Nucleos densos de nuvens moleculares, com T = 10 K e densidades p = 10 x
107 kg - m~3, tém Massas de Jeans da ordem de 1 M. Isso explica por que o

processo de colapso naturalmente forma estrelas com massas solares.

2.1.2 Por que um Disco?

O colapso de uma nuvem que possui até mesmo uma rotacio inicial muito lenta é
dominado pela conservacido do momento angular. O momento angular L de uma
nuvem em rotacdo € L = Jw, onde I é o momento de inércia e w ¢ a velocidade

angular. Para uma esfera, I = %MRZ.

Durante o colapso, que é simplesmente a contracdo do raio R, se L for

conservado, @ deve aumentar para compensar a diminuicdo de R?

Li=Lf = I =Ips = (%MR?) W = (%MR?) wf

R\
C()f: j R_f (27)

Esse aumento na rotagdo gera uma poderosa forca centrifuga F, = ma)zrl, sendo

r, o raio perpendicular ao eixo de rotacdo, que se opde a gravidade Fg.

O colapso € assimétrico:
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¢ Ao longo do eixo de rotacao (polos): A forca centrifuga é nula (r;, = 0). A

matéria colapsa livremente, caindo nos polos.

¢ Ao longo do plano equatorial: A forca centrifuga é maxima e cresce rapida-
mente com a contracdo. Ela eventualmente se iguala a componente radial

da gravidade, parando o colapso apenas nesse plano.

O resultado inevitavel é o achatamento da nuvem em colapso, formando um nucleo
denso e quente no centro e um grande disco de gas e poeira em rotacdo ao seu
redor: o disco protoplanetario. A matéria do disco, também chamada de nebulosa

solar, é o material do qual os planetas e demais corpos se formarao.

2.2 Disco Protoplanetario

O disco protoplanetario ndo é uniforme. A proto-estrela em seu centro aquece
o disco internamente, e processos de atrito viscoso também geram calor. Isso
estabelece um forte gradiente de temperatura: o disco é muito quente perto do
centro e muito frio em suas bordas externas.

Essa variacdo de temperatura é o fator importante que determina a com-
posicdo dos planetas. A uma dada distancia r do Sol, a temperatura local T(r)
permitia que apenas materiais com pontos de fusdo/sublimacio acima de T(r) se

condensassem em graos soélidos.

¢ Disco Interno (quente, T > 1000 K): Apenas os materiais mais refratarios,

como metais (Ferro, Niquel) e silicatos (rochas), podiam existir como sdlidos.
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e Disco Externo (frio, T < 170 K): Além dos metais e rochas, os compostos
volateis, especialmente o gelo de dgua (H,0), podiam se condensar. Mais

longe, gelos de metano (CH,4) e amonia (NH3) também se solidificavam.

A fronteira mais importante neste disco é a Linha de Gelo (ou Snow Line),
localizada onde a temperatura cai paraT = 150 Ka 170 K, permitindo a conden-
sacao da agua. No Sistema Solar primordial, esta linha estava localizada perto de
2,7UA, na regido do atual Cinturdo de Asteroides. Esta linha divide o Sistema Solar

em duas zonas de formacao:

1. Zona Interna (r < rgejo): Pobre em sélidos, contendo apenas ~ 0.6% da
massa total do disco (metais e rochas). Isso levou a formacao de plane-
tas pequenos e rochosos: os planetas terrestres (Mercurio, Vénus, Terra e

Marte).

2. Zona Externa (r > rgeo): Rica em sélidos. O gelo de H,O era muito mais
abundante que rochas/metais. A maior disponibilidade de material sélido

permitiu a formagao rapida de nucleos massivos (da ordem de 10 Mg).

2.3 Modelo de Safronov

O estudo tedrico da formacao planetaria a partir do disco teve seu primeiro grande
sucesso com o trabalho de Victor ? em sua classica monografia Evolution of the
Protoplanetary Cloud and Formation of the Earth and the Planets. O modelo de
Safronov, embora refinado, ainda forma a base do nosso entendimento.

As etapas principais (ilustradas na Figura 2.1) s3o:
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Figura 2.1: llustracao original do artigo de Safronov, 1969 descrevendo as etapas da for-
macao do Sistema Solar: (1) Contracdo da nebulosa, formacao do disco e corpo central; (2)
Achatamento rotacional do disco, criando um sub-disco denso de poeira; (3) Condensacio
dos grios e formacio de planetesimais por instabilidade gravitacional; (4) Evolucéo dina-
mica e acrescao dos planetesimais, enquanto o gas comeca a se dissipar; (5-8) Formacao
dos planetas e maturagao do Sistema Solar como o conhecemos.
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1. Sedimentacio e Crescimento de Graos: Os grios de poeira (metais, rochas
ou gelo, dependendo da localizacéo) colidem e se aglutinam (coagulam).
Simultaneamente, eles sedimentam, ou seja, saem do disco de gas (que é
espesso) e se concentram em um sub-disco fino e denso no plano central

da nebulosa.

2. Formacao de Planetesimais: A camada de poeira torna-se tao densa que
sofre uma instabilidade gravitacional prépria (similar a Instabilidade de Jeans,
mas em um disco rotativo), fragmentando-se diretamente em corpos com

~ 1km a 10 km de diametro. Estes sdo os planetesimais.

3. Acrescio e Crescimento (Runaway): Os planetesimais, agora massivos o
suficiente, comecam a se atrair gravitacionalmente. Os maiores crescem
mais rapido, pois sua secdo de choque gravitacional (a area efetiva de cap-
tura) é muito maior que seu tamanho fisico. Isso leva a um crescimento

descontrolado dos maiores corpos.
4. Formacao dos Nucleos Planetarios:

o Planetas Terrestres: A acrescdo de planetesimais rochosos no Sistema
Solar interno formou os planetas terrestres. O processo foi mais lento

devido a menor quantidade de material sélido.

e Planetas Gigantes (acrescio de Nucleo): Além da Linha de Gelo, os
nucleos cresceram muito mais rapido (acrescendo rocha e gelo). Ao
atingirem uma massa critica de = 10 Mg, sua gravidade tornou-se
suficiente para capturar o gas hidrogénio e hélio diretamente do disco.

Esta captura de gas foi um processo de runaway que formou as atmos-
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feras massivas de Jupiter e Saturno. Urano e Netuno, mais distantes,

capturaram menos gas, tornando-se gigantes de gelo.

5. Limpeza do Sistema: A proto-estrela (Sol) evoluiu, aumentando sua tempe-
ratura e produzindo ventos estelares (Fase T-Tauri) que varreram o gis e a
poeira remanescentes do disco. Isso encerrou a era de formacao planetaria,

deixando para tras os planetas formados.

Os asteroides, como os do Cinturdo Principal, sdo os restos desse pro-
cesso. Sao planetesimais (ou fragmentos de planetesimais) que nunca conseguiram
se aglutinar para formar um planeta, em grande parte devido a perturbacio gra-
vitacional do massivo Jupiter, que agitou a regido e impediu a acrescaocrescao

ordenada.

2.4 Evidéncias Observacionais do Modelo Nebular

O modelo de colapso de nuvem e formacéo de disco é corroborado por obser-
vacoes diretas de regides de formacao estelar. Instrumentos como o Telescépio
Espacial Hubble (HST) e o Atacama Large Millimeter/submillimeter Array (ALMA)
forneceram dados que sustentam o modelo. Observacdes de sistemas como Beta
Pictoris (Figura 2.2) e GW Orionis (Figura 2.3) revelam discos protoplanetarios em
torno de estrelas jovens. Esses discos, com suas estruturas de anéis e lacunas, sdo
consistentes com as previsoes tedricas de formacao planetaria em andamento.
Dentro desse modelo, o disco protoplanetdrio possuia um gradiente de

temperatura decrescente com a distancia ao Sol. Em uma determinada regiao,



2.4. Evidéncias Observacionais do Modelo Nebular 33

1000 A.U.

Model * Face-On

Image * Edge-On

Rings in the Beta Pictoris Disk
Hubble Space Telescope * WFPC2

NASA and P. Kalas (STScl) » STScl-PRC00-02

Figura 2.2: O disco protoplanetario em torno da estrela Beta Pictoris. As letras indicam
possiveis regides de formacdo de protoplanetas. (Fonte: (kraus2020))
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Figura 2.3: O sistema estelar triplo GW Orionis, localizado na constelacao de Orion, exibe
um disco protoplanetario com anéis desalinhados. (Fonte: (Kalas et al., 2000))

apenas os materiais com ponto de fusdo superior a temperatura local podiam se
condensar, resultando em uma distribuicao radial da composicdo quimica.

Os asteroides e outros corpos menores sio interpretados como remanes-
centes desse processo. Eles seriam fragmentos de colisdes entre planetesimais ou

corpos que nao acumularam massa suficiente para se tornarem planetas.
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Capitulo 3

Descricio da Orbita Planetaria

U ma descricdo do movimento de um corpo celeste, tal como um asteroide ou
um planeta, sob a influéncia gravitacional de um corpo central massivo, como o Sol,
é fundamentada no Problema de Dois Corpos. Este constitui um modelo idealizado
no qual a interacao entre os dois corpos é exclusivamente a forca gravitacional
mutua, desprezando-se todas as outras perturbacdes externas. Uma premissa do
modelo, particularmente no contexto do Sistema Solar, é que a massa do corpo
central (Sol, M) é bem superior 3 massa do corpo orbitante (planeta ou asteroide,
m), de modo que a condicdo M >> m é satisfeita. Esta aproximacdo permite-nos
considerar o corpo central como um ponto de referéncia inercial, uma simplificacao

que conduz a uma formulacdo matematica tratavel e elegante.
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A base dinamica para o Problema de Dois Corpos é a Lei da Gravitacao
Universal de Newton, que postula que a forca exercida pelo corpo de massa M

sobre o corpo de massa m é dada por:
Fym = —-G—r (3.1)

onde G é a constante da gravitacio universal, 7 é o vetor posicio do corpo m em
relacioa M, r = ||7|| é a distancia entre os centros de massa dos dois corpos, e

7 =T /ré o vetor unitario na direcio radial.

De acordo com a Segunda Lei de Newton, a forca resultante sobre o corpo
m é igual ao produto de sua massa pela sua aceleracio d = d2?/dt2. Ao igualar a
forca gravitacional a forca inercial, obtemos a equacao do movimento para o corpo

orbitante em um referencial heliocéntrico:
m— = —-G——r (3.2)

Uma simplificacdo imediata e conveniente consiste em dividir ambos os lados pela
massa m, o que nos fornece a equacao da aceleracao, independente da massa do

corpo orbitante:

a= ﬁ = —r—zr (33)

Para simplificar a notacdo, é comum introduzir o parametro gravitacional padrao,

1 = GM. Este parametro combina a constante da gravitagdo com a massa do
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corpo central, sendo conhecido com uma precisdo muito maior do que G ou M

individualmente. A equacdo do movimento, entio, assume sua forma candnica:
e -
r=0 (3.4)

Esta é uma equacio diferencial vetorial de segunda ordem que governa a trajetéria
V(t) do corpo secundario. A sua solucdo completa revela as leis fundamentais que

regem o movimento orbital.

3.1 Solucao da Equacao do Movimento: Secoes Conicas

O Problema de Dois Corpos, conforme descrito pela Equacéo (3.4), € um dos raros
problemas em mecanica celeste que admite uma solucio analitica exata. A solucido
revela duas propriedades fundamentais do movimento: a sua planaridade e a forma

geométrica da trajetéria.

3.1.1 Conservacio do Momento Angular e a Planaridade da Orbita

Uma consequéncia imediata da natureza central da forca gravitacional é a conserva-
-
¢ao do momento angular. O momento angular por unidade de massa, h, é definido

como o produto vetorial do vetor posicio 7 pelo vetor velocidade v = dr/dt:

h=7Fx¥ (3.5)
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Figura 3.1: As sec¢des conicas como solucdes do Problema de Dois Corpos, classificadas
pela sua excentricidade e. Todas as trajetérias partilham o corpo central como um de seus
focos. A elipse (0 < e < 1) € a Unica drbita ligada e fechada, enquanto a pardbolae = 1) e
a hipérbole (e > 1) sdo drbitas de escape, ndo-ligadas.
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Para verificar a sua conservacio, derivamos E em relacdo ao tempo:
dh _d,. - <dF Q) <ﬁ d?z)
—=—(Uxv)=|—xv]|+|rx— (3.6)
dt dt( ) dt dt

O primeiro termo, (d?/dt X \7), € o produto vetorial de um vetor com ele mesmo,
(Vx¥), que é identicamente nulo. O segundo termo envolve a aceleraco, dU/dt =

d. Substituindo a equacdo do movimento (3.4), temos:

% —7x <_rﬂ37) _ —rﬂs(?x ) 3.7)

Novamente, o produto vetorial de um vetor por si mesmo é nulo. Portanto, obtemos:

SN

-0 3.8
I (3.8)

-

Isto demonstra que o vetor momento angular por unidade de massa, A, é um
>
vetor constante ao longo de todo o movimento. A constancia do vetor i tem uma
. . ~ s . .o~ - . - ~
implicacdo geométrica profunda: o vetor posicao r e o vetor velocidade v estardo
>
sempre contidos em um plano que é perpendicular ao vetor constante A. Este plano
é o plano orbital, e a sua existéncia simplifica enormemente a analise, reduzindo o

problema de trés para duas dimensoes.

3.1.2 Equacio da Orbita via Vetor de Laplace-Runge-Lenz

Embora existam varios métodos para derivar a forma da 6rbita, a utilizacdo do

vetor de Laplace-Runge-Lenz (LRL), e, oferece uma abordagem particularmente
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elegante. Este vetor, que também é uma quantidade conservada no Problema de

Kepler, é definido por:

S

X

J7;

<!

—F (3.9)

o)
I

A sua conservacao (dé’/dt = 6) pode ser demonstrada através de manipulacao
vetorial da equacdo do movimento LA importancia do vetor e esta no fato de que
ele é um vetor constante que jaz no plano orbital, sendo uma combinacao linear de
v x E e 7, além de apontar do foco (o Sol) para o ponto de maior aproximacio da
oOrbita, o periélio. Para obter a equacio da trajetdria, realizamos o produto escalar

de € com o vetor posicdo 7

E-F:(VXh—f>-7 (3.10)

O lado esquerdo é € - 7 = ercos f, onde e = ||§|| € o0 modulo constante do vetor
LRL, e fé 0 angulo entre o vetor € e o vetor posicio 7. Este angulo fé precisamente

a anomalia verdadeira. Analisemos o lado direito termo a termo:

e O primeiro termo é i(\_} xh)- 7. Usando a propriedade do produto triplo

escalar (A)xﬁ)é = (5><f_1))]_3) temos:
(Vxh)-7=@FxV)-h=h-h=h? (3.11)

5
onde h = Hh” é 0 médulo do momento angular.

Lum exercicio deixado ao leitor
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e Osegundo termo é (—7) -7 = —

Juntando os termos, a Equacéo (3.10) torna-se:
2
(3.12)

ercos f = — —r
7

Agora, podemos isolar r para obter a sua dependéncia com o angulo f.

2
r+ercos f=—
2
r(1+ecos f) = — (3.13)
I

Finalmente, chegamos a equacio da orbita em coordenadas polares:
h*/u
r = — (3.14)
() 1+ecos f

Esta é a equacao polar de uma sec¢ao cénica com o foco na origem. Os parametros

que definem a trajetoria sdo constantes do movimento, com significados fisicos

diretos:

o p= hz/y: O semi-latus rectum, que representa a distancia radial quando
f = /2, ou seja, a “largura” da 6rbita na altura do foco. Este parametro

esta unicamente determinado pelo momento angular da érbita.

e ¢ = ||E1| A excentricidade, um numero adimensional que define a forma da

orbita. Como veremos, esta diretamente ligada a energia orbital total.
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. f A anomalia verdadeira, que é o dngulo polar medido a partir da direcdo
do periélio, mesma direcdo do vetor é. Por construcio, f = 0 corresponde

ao periélio.

A equacao da érbita &, portanto, canonicamente escrita como:

_ p
()= 1+ecos f (8.15)

3.1.3 Energia Orbital e a Classificacio das Orbitas

Além do momento angular, a energia mecanica total por unidade de massa, E, é
outra quantidade conservada no Problema de Dois Corpos. Ela é a soma da energia

cinética e da energia potencial gravitacional, ambas por unidade de massa:

E=21y2_ (3.16)
2

H
r
ondev = ||17|| ¢ a magnitude da velocidade. A conservagio da energia (dE/dt = 0)
pode ser demonstrada derivando a equacdo acima e utilizando a equacado do
movimento, e implica que a velocidade do corpo orbitante é maior quando ele esta

mais préximo do corpo central (periélio) e menor quando estd mais distante ().

Existe uma relacdo entre a energia E e a excentricidade e. Para encontra-la,
avaliamos a energia em um ponto conveniente da drbita. No periélio, a anomalia
verdadeira é f = 0, a distancia é r, = p/(1 + e), e o vetor velocidade v, é
perpendicular ao vetor posicao ?},. Neste ponto, o médulo do momento angular é

simplesmente h = pVp- Assim, a velocidade no periélio é Vp = h/rp.
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Substituindo na equacao da energia:
1 U 1(h g H
— 2 _

Agora, substituimosr, = p/(1+e)e p = h?/

gl h? .
2(p/(1+e)? p/(1+e)

2
_HF 2
= %(6 - 1) (3.18)

Esta equacdo revela a conexao direta entre energia e excentricidade. Podemos
rearranja-la para expressar a excentricidade em termos da energia e do momento

angular:

2Eh?
+_

e=_|1
‘uz

(3.19)
O valor da excentricidade e, que é determinado unicamente pela energia e momento
angular do sistema, define a natureza geométrica da 6rbita, conforme ilustrado na

Figura 3.2:

o Orbita Eliptica(E < 0 = 0 < e < 1): Se a energia total é negativa, o
corpo esta gravitacionalmente preso. A trajetéria é uma elipse fechada. Este
€ o caso de planetas, luas, e a maioria dos asteroides e cometas periddicos

no Sistema Solar.
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e Orbita Circular (E = E,;;, = e = 0): Um caso especial da elipse,
correspondendo a energia minima possivel para um dado momento angular

h. A distancia radial é constante e igual ao semi-latus rectum, r = p.

o Orbita Parabdlica (E = 0 = e = 1): Se a energia total é exatamente
zero, o corpo possui a velocidade de escape. A trajetéria € uma pardbola

aberta, e o corpo nunca retorna.

¢ Orbita Hiperbélica (E > 0 = e > 1): Se a energia total é positiva, o
corpo possui um excesso de velocidade além da velocidade de escape. A
trajetdria € uma hipérbole aberta. Este é o caso de objetos interestelares
que passam pelo Sistema Solar ou de sondas espaciais em trajetérias de

escape.

3.2 Elementos Orbitais

Para descrever a trajetdria de um corpo celeste no espaco tridimensional, a forma da
6rbita, dada pela Equacdo (3.15), é insuficiente. E necessario especificar também a
sua dimensao e a sua orientacgao espacial. No contexto do Problema de Dois Corpos,
um conjunto de seis parametros independentes, conhecidos como elementos
orbitais ou elementos keplerianos, é necessario e suficiente para definir a érbita
e a posicao do corpo nela em qualquer instante de tempo. Para uma 6érbita nao
perturbada, cinco desses elementos sdo constantes.

Dois elementos definem as propriedades intrinsecas da elipse orbital:

1. Semieixo Maior (a): Este elemento define a dimensio da érbita eliptica.

Como veremos, ele esta diretamente relacionado a energia orbital total,
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que é uma constante do movimento. Para érbitas elipticas, a energia por

unidade de massa é dada por:

F=-H (3.20)
2a

Esta relacdo mostra que a energia de uma 6rbita ligada depende exclusiva-

mente do seu semieixo maior, € ndo da sua excentricidade.

2. Excentricidade (e): Como ja estabelecido, este elemento define a forma da
orbita. Para as orbitas elipticas e ligadas que caracterizam os planetas e

asteroides, temos 0 < e < 1.

drbita

N>

ascendente

direcdo de
referéncia” X

Figura 3.2: Elementos orbitais Q, I, w que definem a orientacdo da érbita eliptica no espaco.
Adaptado de Murray e Dermott, 1999
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A partir destes dois elementos, podemos encontrar outras propriedades
geométricas importantes da elipse. As distancias de maior e menor aproximacao

ao foco sdo o periélio e o, respectivamente.

« Distancia de Periélio (q): Ocorre quando a anomalia verdadeira f = 0. A

partir da equacio da orbita (3.15):

1+ecos(0) 1+e

gq=r(f=0) (3.21)

* Distancia de (Q): Ocorre quando a anomalia verdadeira f = . A distancia

correspondente é:

p __P
1+ecos(r) 1-—e

O=r(f=m)= (3.22)

O eixo maior da elipse, que € a sua maior dimensao, tem comprimento
2a e é a soma das distancias de periélio e . Esta relacdo permite-nos conectar o
semieixo maior a ao semi-latus rectum p e a excentricidade e. A demonstracao é

direta:

2a=q+Q
P p _p—pe+p+pe
= + =
1+4e 1—e 1—e2
2p

— (3.23)
1—e2
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Cancelando o fator de 2, obtemos a relacao para 6rbitas elipticas:
p=a(1l—e?) (3.24)

Esta equacdo é util, pois conecta o pardmetro dindmico p = hz/y aos parametros
geométricos a e e. Substituindo (3.24) de volta nas expressdes para periélio e,

obtemos as suas formas mais comuns e convenientes:

_ a(1 —e?) _ a(1—e)(1 +e) _

1+e 1+e a(1-e) (3:25)
2 -

0= a(l—e”) _ a(1—e)(1 +¢) =a(l+e) (3.26)
1—e l—e

3.2.1 Elementos que Definem a Orientacio da Orbita

Os préoximos trés elementos orbitais sdo angulos que fixam a orientacdo do plano
orbital e da elipse dentro desse plano, em relacdo a um sistema de coordenadas
de referéncia. Para o Sistema Solar, o sistema de referéncia padrdo é o Sistema de

Coordenadas Eclipticas, definido como (ver Figura 3.3):

¢ O plano fundamental (plano x3) é o plano da 6rbita da Terra em torno do

Sol, conhecido como a Ecliptica.

e A direcdo fundamental (eixo x) aponta para o ponto vernal ou primeiro
ponto de Aries (y). Esta é a direcdo do Sol, visto da Terra, no instante do
equindécio de marco. Embora esta direcado se mova lentamente devido a
precessao dos equindcios, ela é fixada em uma data especifica (uma época,

como J2000.0) para constituir um sistema de referéncia quasi-inercial.

Os trés angulos de orientacdo sio:
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3. Inclinacdo (I ou i): E o angulo entre o plano orbital do corpo e o plano da

ecliptica. Uma inclinacdo I = 0° significa que o corpo orbita exatamente no
mesmo plano que a Terra (movimento coplanar), enquanto I = 90° descreve
uma érbita polar. Para érbitas retrégradas (movimento no sentido oposto a

maioria dos corpos do Sistema Solar), a inclinacio é I > 90°.

. Longitude do Nodo Ascendente (Q): A intersecdo do plano orbital com o

plano da ecliptica define uma linha chamada linha dos nodos. O nodo ascen-
dente é o ponto onde o corpo cruza a ecliptica movendo-se do hemisfério
sul celeste para o norte (sentido +z). A longitude do nodo ascendente, Q, é
o angulo medido no plano da ecliptica, a partir da direcdo do ponto vernal

(y), até a direcdo do nodo ascendente.

. Argumento do Periélio (w): Este angulo define a orientacio da elipse dentro

do seu proprio plano orbital. E o angulo medido no plano orbital, a partir
da direcdo do nodo ascendente, até a direcio do periélio (o ponto de maior

aproximacao ao Sol).

3.2.2 Orbita Osculadora

No Problema de Dois Corpos idealizado, os cinco elementos geométricos (a, e, I, Q2, w)

sao rigorosamente constantes. Contudo, o Sistema Solar real € um sistema de N-

corpos. Um asteroide, por exemplo, ndo é apenas atraido pelo Sol, mas também

sofre perturbacdes gravitacionais de Jupiter, Saturno, Terra e todos os outros pla-

netas. Consequentemente, o seu movimento real ndo descreve uma elipse perfeita

e imutavel.
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Figura 3.3: Esquematizacdo dos elementos orbitais que definem a orientacdo de uma
Orbita eliptica. O Sol (S) ocupa um dos focos. O plano de referéncia (P2) € a Ecliptica, e
o plano da 6rbita é P1. A direcdo de referéncia y € o ponto vernal. Os trés angulos de
Euler-inclinacio (I), longitude do nodo ascendente (€2), e argumento do periélio (w)-fixam
a orbita no espaco tridimensional.
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Para reconciliar a teoria com a realidade, introduz-se o conceito de érbita
osculadora. Em qualquer instante de tempo t, o corpo real possui um vetor de
posicao 7(t) e um vetor de velocidade V(). A partir deste par de vetores (o estado
do sistema), € possivel definir uma Unica e exclusiva orbita kepleriana (uma elipse
do Problema de Dois Corpos) que é tangente a trajetéria real naquele ponto e que
corresponderia ao movimento do corpo se, naquele exato instante, todas as forcas
perturbadoras fossem subitamente removidas, deixando apenas a atracao do Sol.

Esta elipse tangente e instantanea é a drbita osculadora (do latim osculari,
beijar). Os seus elementos orbitais, a(t), e(t), I(t), Q(t), w(t), ndo sdo mais cons-
tantes, mas variam lentamente com o tempo sob a influéncia das perturbacoes. As
bases de dados astronémicas, como as do Minor Planet Center, listam os elementos
osculadores para uma época de referéncia especifica (um instante #;), que servem

como uma fotografia precisa da érbita naquele momento.

3.3 Posicao no Tempo: Anomalias e a Equacao de Kepler

Os cinco elementos geométricos (a, e, I, Q, w) definem a trajetdria eliptica no
espaco, mas ndo especificam onde o corpo se encontra ao longo dessa trajetéria
em um determinado instante de tempo t. Paraisso, é necessario um sexto elemento,

que ancora o movimento a uma referéncia temporal.

3.3.1 Anomalia Verdadeira (f)

A posicao angular fisica do corpo em sua érbita, medida no plano orbital a partir
do periélio, é a anomalia verdadeira (f). No Problema de Dois Corpos, fvaria com

o tempo, f = f(t) No entanto, essa variacdo ndo é uniforme. A Segunda Lei
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de Kepler, que é uma consequéncia direta da conservacdo do momento angular,
estabelece que a linha que une o Sol ao corpo varre areas iguais em tempos iguais.

A taxa de varredura de area é constante e dada por:

d
d_A — 1r2_fz ﬁ (3.27)
dt 2 dt 2
Daqui, obtemos a velocidade angular instantanea:
;_df _h
=—==— 3.28
f T (3.28)

Como a distancia radial r varia ao longo da 6rbita (conforme a Equacio (3.15)), a
velocidade angular ftambém nao é constante. O corpo move-se mais rapidamente
no periélio (onde r € minimo) e mais lentamente no (onde r € maximo). A relacdo
direta entre fet envolve uma integral que nio possui uma solugio analitica em

forma fechada, o que motiva a introducao de angulos auxiliares.

3.3.2 Anomalia Média (M)

Para contornar a complexidade da relacdo f(t), introduz-se uma variavel angular
ficticia, a anomalia média (M), que, por definicdo, cresce linearmente com o tempo.
Ela representa o angulo que o corpo teria se estivesse se movendo em uma 6rbita

circular com o mesmo periodo orbital T da 6rbita eliptica real.
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O periodo orbital T é dado pela Terceira Lei de Kepler, que pode ser

derivada integrando a lei das areas sobre a area total da elipse, A = mab =

71'612\/1 — e2;
. % _ 27m2\/1 — ¢2

T 3.29
A h (3.29)
Usando h = \/up = \/ua(1 — €?), obtemos:
2 _ 52 2 _ p2 3
T 2mwa“N1—e _ 2mwa“N1—e —or |2 (3.30)
Jra(1—€*)  al/2 i1 — e? H

O movimento médio (n) é a velocidade angular média, definida como a taxa de

variacdo da anomalia média:

27 H
=—==_|— 3.31
" T a3 ( )

A anomalia média em um tempo ¢ é entio definida pela relacdo linear:
M(t) = My + n(t — t;) (3.32)

onde £, é a época de referéncia e M, é a anomalia média na época, o sexto e Ultimo
elemento orbital. Este elemento fixa o ponto de partida do corpo em sua érbita no

instante .
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3.3.3 Anomalia Excéntrica (&) e a Equacio de Kepler

Aponte entre a anomalia média M, que esta ligada ao tempo e a anomalia verdadeira
f- ligada a posicao fisica, é feita por meio de um angulo auxiliar geométrico: a
anomalia excéntrica (&). Para uma 6rbita eliptica, a anomalia excéntrica é definida
com o auxilio de um circulo auxiliar de raio a (o semieixo maior), circunscrito a

elipse.

As relacdes geométricas que conectamr, fe & sdo:

r=a(l —ecos &) (3.33)
cos& —e
= — 3.34
cos f 1—ecos& ( )
J1—¢€2sin&
inf=—— 3.35
sin f 1—ecos& ( )

Uma forma mais pratica para a relagio entre fe & ¢é a identidade da tangente do

meio-angulo:

tan <f) = lte tan <§> (3.36)

1—e 2

A etapa final e importante é derivar a relacdo entre a anomalia média M
(tempo) e a anomalia excéntrica & (geometria). Esta relacdo é a célebre Equacio de
Kepler. A sua demonstracio parte da dindmica do movimento. Comecamos com a
taxa de variacio da area, dA/dt = h/2. A rea infinitesimal varrida d A pode ser
expressa em termos de &. A relacdo entre as coordenadas cartesianas no plano

orbital (x, ) e a anomalia excéntrica é x = a(cos & —e)ey = a\1 —e?sin &.
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Uma abordagem mais direta é diferenciar a Equacao (3.33) em relacio ao

tempo:
F=aesin& & (3.37)

A componente radial da velocidade também pode ser escrita como 7 = v, = (V -
7)/r. Usando a equacio da energia (vis-viva) v2 = p(2/r —1/a) e a decomposicio

v2 = vrz + vtz, onde v; = h/r é a velocidade tangencial, temos:

2
72— 2 (h/r)2 — #(2 _ 1) — h_ (3.38)
r a

Substituindo h? = pa(1 — e?) er = a(1 — ecos &), apés uma longa sequéncia

de manipulacdes algébricas, chega-se a:

g=—" 3.39
1—ecos& ( )

Esta equacao relaciona a taxa de variacdo da anomalia excéntrica com a prépria

anomalia excéntrica. Reorganizando, temos:

(1 —ecos &)dE = ndt (3.40)
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Podemos integrar esta equacdo desde a passagem pelo periélio (onde, por definicao,
= tp, M = 0e & = 0)até um tempo genérico t (correspondente a uma anomalia

excéntrica &):

&(1—ecos &’)d&’ t
J :J ndt’
0 t

(& —esin&’]§ = nlt'];,

(& —esin&) —(0—esin0) = n(t — tp) (3.41)

O termo n(t—tp) é, por definicido, a anomalia média M medida a partir da passagem

pelo periélio. Assim, chegamos a Equacao de Kepler:
M=& —esin& (3.42)

Esta equacio transcendental, que ndo pode ser resolvida para & em termos de
funcdes elementares, é a ponte entre o tempo (via M) e a posicio na 6rbita (via &,
que entdo levaare f).

O procedimento completo para encontrar a posicao (7, \7) a partir dos

elementos orbitais (a, e, I, Q, w, M) em um tempo t é, portanto:
1. Calcular a anomalia média M(t) usando a Equacéo (3.32).

2. Resolver a Equacio de Kepler (3.42) para a anomalia excéntrica &. Esta

etapa requer um método numérico, como o método de Newton-Raphson.

3. Com & conhecido, calcular a distancia radial r e a anomalia verdadeira f

usando as Equacoes (3.33) e (3.36).
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4. Finalmente, transformar as coordenadas polares orbitais (, f) para coorde-
nadas cartesianas (x, y, z) no referencial da ecliptica usando as matrizes

de rotacio definidas pelos angulos I, Q, w.
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Capitulo 4

Dinamica do Sistema Solar

@ onforme explorado no capitulo anterior, a érbita ideal denominada érbita
Kepleriana, é completamente definida por um conjunto de seis constantes de
integracao, os elementos orbitais (a, e, I, 2, w, My).

Contudo, a realidade do Sistema Solar é consideravelmente mais complexa.
O movimento de um asteroide, por exemplo, ndo é ditado apenas pela forca
dominante do Sol; ele é simultaneamente atraido por Jupiter, Saturno, Terra e, em
principio, por todos os outros corpos do sistema. A trajetdria real de qualquer corpo
é, portanto, o resultado de um Problema de N-Corpos, um desafio que cativou
matematicos e fisicos por séculos e que representa a transicdo da mecanica celeste
idealizada para a dindmica planetaria realista.

Neste capitulo, investigaremos a formulacdo matematica do Problema
de N-Corpos, exploraremos as razdes de sua notéria insolubilidade analitica e

apresentaremos as técnicas de perturbacao que formam a base da mecénica ce-
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leste moderna, permitindo-nos prever o movimento dos corpos celestes com boa
precisdo. Analisaremos também casos especiais de grande importancia, como o
Problema Restrito de Trés Corpos, que nos oferece informacdes importantes sobre
a estabilidade de sistemas planetarios e a existéncia de regides de equilibrio como

os Pontos de Lagrange.

4.1 Formulacao do Problema de N-Corpos

Consideremos um sistema isolado composto por N corpos, tratados como massas
pontuais, identificados pelos indicesi = 1, ..., N. Cada corpo possui uma massa
m; e sua posicdo em um referencial inercial (por exemplo, o baricentro do Sistema
Solar) é dada pelo vetor posicio ?, A Unica interacdo considerada entre quaisquer
dois corpos é a forca gravitacional mutua, conforme a Lei da Gravitagdo Universal

de Newton.

O movimento de um corpo especifico i é determinado pela soma vetorial
de todas as forcas gravitacionais exercidas sobre ele por todos os outros N — 1
corpos do sistema. A forga que um corpo j exerce sobre o corpo i, denotada por

-

Fj;, é dada por:

ﬁjl,:G mimjz ?_E -G m,m]3(ﬁ_;}) (41)
R T

onde G é a constante da gravitagdo universal e (7; — ?}) é o vetor que aponta do

COrpo j para o corpo i.
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De acordo com a Segunda Lei de Newton, a forca resultante sobre o corpo
i, F;, é igual ao produto de sua massa pela sua aceleragao, Zii = dz?}/dtz. A forca

resultante é a superposicao de todas as forcas individuais:

N
F=)YF; (4.2)
=1
*#i

.~

Combinando estes principios, a equacao diferencial vetorial de segunda

ordem que governa o movimento do corpo i é:

27 N M
mid_’; = —Gﬂjg(ﬁ -7 (4.3)
=N -
J#i

Podemos simplificar a equacgdo dividindo pela massa inercial m; (invocando o Prin-
cipio da Equivaléncia, que iguala a massa inercial a massa gravitacional), obtendo a

equacido para a aceleracio do corpo i:

& Fi—h
-G Z mj———— (4.4)
= -

J#i

Este é um sistema de N equacdes diferenciais vetoriais, o que corresponde
a 3N equacdes escalares de segunda ordem. A caracteristica deste sistema é o
seu acoplamento: a aceleracdo de cada corpo i depende da posicdo de todos os
outros corpos j. Nao é possivel resolver a equagao para um corpo isoladamente
dos demais. Para N = 3, temos o célebre Problema de Trés Corpos, que ja se

mostra, em sua forma geral, insoltvel analiticamente.
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Figura 4.1: Esquematizacdo do Problema de Trés Corpos, onde trés massas m;, m,, m;
interagem mutuamente sob a lei da gravitacdo. A aceleracdo de cada corpo depende
instantaneamente da posicdo dos outros dois, levando a um sistema de equacdes acopladas.
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4.2 Trés corpos ja é demais!

Para resolver o sistema de equacdes (4.4), seria necessario encontrar uma expressio
analitica para a trajetéria de cada corpo, F}(t), em funcio do tempo e das condicbes
iniciais. Um sistema de 3N equacdes diferenciais de segunda ordem requer, em
geral, 6N integracbes para ser resolvido. A solucao geral, portanto, dependeria de
6N constantes de integracio, que sdo determinadas pelas 3N componentes de

posicido e 3N componentes de velocidade iniciais de todos os corpos do sistema.

Na mecanica Hamiltoniana, uma solucao geral por quadratura é possivel se
o sistema possuir um niimero suficiente de integrais de movimento - funcoes das
posicdes e momentos dos corpos que permanecem constantes ao longo do tempo.
Para um sistema com 3N graus de liberdade, seriam necessarias 3N integrais de
movimento independentes e em involucdo. No entanto, o Problema de N-Corpos,

para N > 2, é deficiente em tais integrais.

As simetrias fundamentais do espaco e do tempo impdem a existéncia
de certas quantidades conservadas, conhecidas como as 10 integrais classicas
do movimento, que existem independentemente do niimero N de corpos. Estas
integrais surgem da invariancia das leis da fisica sob translacdes espaciais, rotacoes

espaciais e translacdes temporais.
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Conservacido do Momento Linear (3 integrais): A auséncia de forcas externas,
-
qguando o sistema ¢é isolado, implica a conservacdo do momento linear total, P. A

derivada temporal de P = YN | m;i; &

d_)_Nd‘—;l N N_)

A forca total sobre o corpo i, F é a soma das forcas internas F-,~. Portanto, a forca

total sobre o sistema é a soma de todas as forcas internas:

= N

N
dP

i=1j
il

Esta soma dupla contém todos os pares de forcas de acdo e reacao. Pela Terceira

Lei de Newton, Fﬁ F Podemos agrupar a soma em pares:

N
NN Ei=Y(Fi+E)=Y (Fi-F)=0 4.7)

i=1 j#i i<j i<j
dbp _ = N . =3
Assim, — d = 0, o que implica que o vetor momento linear total P é constante. Isso
nos fornece trés integrais escalares do movimento, uma para cada componente:

PP, P,

Movimento do Centro de Massa (3 integrais): A conservacdo do momento linear

leva diretamente a descricdo do movimento do centro de massa (CM), cujo vetor
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posicao é Reyy = (X mi7) /(3 m;). Avelocidade do CM é Vs = dRpyy/dt =

ﬁ/(z m;). Como Pé constante, VCM também é. Integrando no tempo, obtemos:
Rem(®) = Veut + Rem(0) (4.8)

Isso fornece trés integrais que descrevem o movimento retilineo e uniforme do
centro de massa. Embora Uteis, estas integrais descrevem o movimento do sistema
como um todo, e ndo as complexas interacdes internas. Elas permitem reduzir a

ordem do sistema, mas ndo o resolvem.

Conservacdo do Momento Angular (3 integrais): A natureza central da forca
gravitacional (ela atua ao longo da linha que une os dois corpos) leva a conservacio

do momento angular total, L = 21]\:]1 Zxﬁl onde [)’, = m;V;. Sua derivada temporal

é:
— N N -
dL d,. - Yoy dp
= = —(rx py) = ((v x p;) + (r; x —)) (4.9)
dt ; et ; P PUodt

-
. . - - re ;s
O primeiro termo, v; x m;V;, é zero. O segundo termo é r; x F;, o torque sobre a

particula i. O torque total no sistema é:

M=

Il
-

N
Thotal = ZE x F; = (7} x F]z) (4.10)
i=1 j#i

i=1 j#i
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Agrupando em pares (i, j) comi < j:

?total:Z(;;XF}i+;}Xﬁj):Z(;}XF}i_;}XF}'i):Z(;;_?j)XFji

i<j i<j i<j
(4.11)

Como a forca F~~ é paralela ao vetor (71 — ?}) seu produto vetorial é nulo. Portanto,

dL
dt

mais trés integrais escalares: L, Ly, L,

-
Trotal = 0e % = 0. O vetor momento angular total é conservado, fornecendo

Conservacao da Energia (1 integral): A forca gravitacional é uma forca conserva-
tiva, o que significa que pode ser expressa como o gradiente de uma funcao de
energia potencial escalar, U. A energia total do sistema, E = K + U, onde K é a
energia cinética total, é conservada. A energia cinética é K = Z m,v . Aenergia
potencial gravitacional do sistema é a soma das energias potenciais de todos os

pares de particulas:

Gmimj

)

—
= i =7

(4.12)

A energia total, conhecida como a integral de Jacobi para o Problema de N-Corpos,

é a décima e ultima integral classica:

EZml Z

i<j ||rl J”

Gmym;

= constante (4.13)

No total, temos 3+ 3 4+ 3 + 1 = 10 integrais de movimento classicas. Para

o Problema de Dois Corpos (N = 2), o sistema requer 6N = 12 constantes. As 10



4.3. Abordagem via Teoria de Perturbacdes 65

integrais cldssicas, juntamente com a reducdo do problema ao movimento de um
corpo ficticio e a conservacio do vetor de Laplace-Runge-Lenz (que fornece mais
duas integrais independentes), tornam o problema completamente integravel.
No entanto, para o Problema de Trés Corpos (N = 3), o sistema requer
6N = 18 integrais. Como apenas 10 sdo conhecidas, faltariam 8. Por séculos, os
matematicos buscaram essas integrais faltantes. O trabalho culminou no final do
século XIX, quando, em 1890, Henri Poincaré demonstrou um resultado revoluci-
onario: em geral, ndo existem outras integrais de movimento que sejam funcdes
analiticas (algébricas e independentes do tempo) das coordenadas e momentos.
O Problema de N-Corpos (para N > 3) é fundamentalmente ndo-integravel. A
auséncia de uma solucao analitica geral implica que as trajetérias podem exibir um
comportamento complexo e imprevisivel a longo prazo, conhecido hoje como caos

deterministico.

4.3 Abordagem via Teoria de Perturbacoes

Se a solucdo analitica geral do Problema de N-Corpos é impossivel, como pode-
mos prever o movimento dos planetas e asteroides com a precisdo observada? A
resposta esta na estrutura hierarquica do Sistema Solar. A massa do Sol (M) é tao
dominante que as forcas exercidas pelos outros corpos (planetas, luas, etc.) sdo
ordens de magnitude menores. Por exemplo, a massa do Sol é aproximadamente
1047 vezes a massa de Jlpiter (M]), o planeta mais massivo.

Esta hierarquia nos permite tratar o movimento real como uma perturbacdo
da drbita eliptica ideal do Problema de Dois Corpos. A forca gravitacional total

sobre um corpo i (um asteroide, por exemplo) pode ser decomposta em duas partes:
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a forca dominante do Sol e a soma de todas as outras forcas, que constituem a

forca perturbadora.

A equacdo de movimento (4.4) para um asteroide i de massa m; pode ser
reescrita separando a atragdo do Sol (massa Mg, indice S) da atracdo dos N — 2

planetas perturbadores (massa m;, indice j):

22 2 2 r. — ".
d—;’ - GMSrS—r’3 +G Y. m STh (4.14)
dt F-il s -l

Para um tratamento mais rigoroso, é preferivel usar um referencial heliocéntrico,

com a origem no Sol. Neste caso, o vetor posicio do asteroide é ;g = 7; — Fs. A
d%. drs . d%s
darr — dr de
Substituindo as aceleracbes de i e S devidas a todos os outros corpos, apds alguma

equacao de movimento para o asteroide em relacdo ao Sol é —

algebra, a equacao assume a forma candnica:

d’rs Mo +mi) j T
7 +G 3 ris = Z Gm] r—3 — r—3 (4.15)
s J#i,S ij Sj

onde7i; = 7; —1; e Fsj = I; — T's. O lado esquerdo da equaco descreve um
Problema de Dois Corpos perfeito entre o Sol (com massa efetiva M + m;) e
asteroide. O lado direito é a forca perturbadora, R O primeiro termo, r,]/ l],
a atracao direta do planeta j sobre o asteroide i. O segundo termo, —rsj/rsj, éa
parte indireta da perturbacao, que corrige o fato de nosso referencial (o Sol) ndo

ser verdadeiramente inercial, pois ele também é acelerado pelos planetas j.
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A forca perturbadora R; pode ser derivada de um potencial escalar R;, a

Funcao Perturbadora:

L RF
R = Z Gm; <—_ - lrgj) (4.16)

4.3.1 Orbita Osculadora e Equacdes Planetarias de Lagrange

Na auséncia de perturbacoes (ﬁi = 6), a solucdo da Equacdo (4.15) é uma elipse
fixa no espaco, cujos seis elementos orbitais (a, e, I, Q, w, M) sdo constantes. A
presenca da pequena forca perturbadora I_é,- faz com que a trajetdria real se desvie
continuamente desta elipse ideal.

O conceito de 6rbita osculadora (do latim osculari, beijar) € uma ferramenta
matematica poderosa para lidar com essa situacao. Em qualquer instante de tempo
t, a posicao real 7(t) e a velocidade real v(t) do asteroide definem uma Unica e
inequivoca orbita Kepleriana (uma elipse, no caso de corpos ligados) que seria
seguida pelo corpo se, naquele exato instante, todas as perturbacoes fossem
subitamente desligadas. Esta elipse instantanea, que é tangente a trajetoria real
no ponto (7(t), v(t)), é a 6rbita osculadora.

Em vez de uma érbita fixa, o movimento real pode ser visualizado como
uma transicdo continua de uma érbita osculadora para a proxima. Os elementos
orbitais desta elipse - a(t), e(t), I(t), Q(t), w(t), M(t) - nio sdo mais constantes,
mas variam lentamente com o tempo. Eles sdo os elementos osculadores.

O trabalho de Joseph-Louis Lagrange no século XVIII forneceu o forma-
lismo para calcular essa variacdo. Ele derivou as Equacées Planetarias de Lagrange,

um sistema de seis equacdes diferenciais de primeira ordem que descrevem a
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taxa de variacao de cada elemento osculador em funcdo das derivadas parciais da

Funcao Perturbadora R;:

da _ 29K
dt  naoM

de 1—¢%0R 1—¢e%0R;
dt  nae oM nale Ow

dl cos | OR; 1 oR;

(e assim por diante para dQ/dt,dw/dt,dM /dt)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Resolver este sistema de equacdes, geralmente por métodos numéricos ou analiti-

cos aproximados, permite prever a evolucao da érbita de um asteroide ou planeta

ao longo de milhares ou milhdes de anos.

4.3.2 Elementos Préprios

O estudo da Funcao Perturbadora, geralmente expandida em séries trigonomé-

tricas complexas, revela que a evolucdo de um elemento osculador E(¢) é uma
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superposicao de oscilacdes com diferentes frequéncias e amplitudes. De forma

genérica, a solucio pode ser escrita como:
E(t) = E,+ ) Axcos(ut + ¢y) (4.20)
k

Os termos na soma representam variacoes periddicas de curto e longo periodo,
causadas pelas configuracdes geométricas variaveis com os planetas perturbadores.
O termo constante Ep é o elemento proéprio, que representa o valor médio de longo
prazo do elemento orbital, livre das oscilacdes de curto periodo. Os elementos
préprios sdo considerados a verdadeira assinatura dindmica de um corpo, definindo
sua afiliacdo a uma familia de asteroides - um grupo de corpos que se originaram

da fragmentacdo de um mesmo corpo parental.

4.4 Problema Restrito de Trés Corpos

Apesar da insolubilidade geral do Problema de Trés Corpos, um caso especial de
imensa importancia pratica, conhecido como Problema Restrito de Trés Corpos
(PR3C), admite uma analise mais profunda e revela caracteristicas fundamentais da
dindmica em sistemas hierarquicos. Proposto e estudado por Lagrange em 1772, o

modelo é definido por duas simplificacbes importantes:

1. Duas massas primarias, m; e m, (com m; > my), denominadas primarios,
orbitam seu centro de massa comum em o6rbitas perfeitamente circulares

sob sua mutua atracdo gravitacional.

2. Uma terceira massa, ms, € uma particula-teste com massa desprezivel

(m3 — 0). Isso significa que ms é afetada pela gravidade de m; e my,
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mas nao os afeta de forma alguma. O movimento dos primarios permanece

um Problema de Dois Corpos puro e nao perturbado.

Este modelo é uma excelente aproximacao para muitos cenarios no Sis-
tema Solar, como o movimento de um asteroide ou cometa (m3) sob a influéncia do
Sol (my) e de Jupiter (m,), ou o movimento de uma sonda espacial (ms3) no sistema

Terra-Lua.

4.4.1 Referencial Girante e a Integral de Jacobi

A chave para a analise do PR3C é a escolha de um sistema de coordenadas nio-
inercial, o referencial girante, que roda junto com os corpos primarios. Neste
referencial, que gira com a mesma velocidade angular constante, n, do sistema
mq-my, as posi¢des dos primarios sao fixas.

A equacdo do movimento para a particula-teste ms (com vetor posicdo A
neste referencial deve incluir as chamadas forcas de inércia ou forcas ficticias, que

surgem devido a aceleragdo do préprio referencial, como
F = Fyrqy— 20 x 1) — i x (i X F) (4.21)

ondeFeFsioa aceleracao e a velocidade da particula no referencial girante, ﬁgrav é
a soma das forcas gravitacionais de m; e my, o segundo termo € a Forga de Coriolis,
dependente da velocidade, e o terceiro termo é a Forca Centrifuga, dependente
da posicao.

Uma propriedade interessante deste sistema é que a combinacao das
forcas conservativas gravitacional e centrifuga, pode ser descrita por um potencial

efetivo, Q2. Lagrange demonstrou que, embora a energia mecanica ndo seja con-
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servada neste referencial devido a forca de Coriolis, que realiza trabalho, existe
uma outra quantidade conservada, uma integral do movimento conhecida como

Constante de Jacobi (C )
C] = 20 — v2 = constante (4.22)

ondev = ”?” ¢ a magnitude da velocidade da particula no referencial girante e Q é

o potencial efetivo, dado por:

G G
Qlx,y,2) = 1nz(x2 +y9) + ke Wi’ (4.23)
2 rn ry

onde r; e ry sdo as distancias da particula-teste mg aos primarios m e my, respec-

tivamente. A Constante de Jacobi completa é, portanto:

G G
C]:rlz(x2+yz)+2<ﬂ+ﬂ

) — (&2 +32+2%) (4.24)
r 2

4.4.2 Superficies de Velocidade Zero e Pontos de Lagrange

A existéncia da Constante de Jacobi tem uma consequéncia geométrica profunda.
Para um dado valor de C] (determinado pelas condicées iniciais do movimento),
a Equacio (4.22) pode ser rearranjada para v2 =20 - C]. Como a velocidade
ao quadrado, vz, deve ser ndo-negativa, o movimento da particula-teste esta

confinado as regides do espaco onde a condicio 2Q(x, y, z) > C] é satisfeita.

A fronteira desta regido, definida pela equacao CJ = 2Q(x, Y, z), corres-

ponde aos locais onde a velocidade v seria zero. Estas fronteiras sdo as Superficies
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de Velocidade Zero. Elas funcionam como barreiras intransponiveis que delimitam
as regioes do espaco acessiveis a particula.

Lagrange investigou a topologia dessas superficies e questionou se exis-
tiriam pontos de equilibrio no sistema - pontos onde a particula-teste pudesse
permanecer estacionaria no referencial girante. Para que um ponto seja de equili-
brio, sua velocidade e aceleracio no referencial girante devem ser nulas (?: ?z 6).
Da Equac3o (4.21), isso implica que a forca gravitacional resultante deve ser exata-
mente balanceada pela forca centrifuga. Matematicamente, os pontos de equili-
brio sdo os pontos estacionarios do potencial efetivo Q, ou seja, os pontos onde
vQ = 0.

Lagrange encontrou que existem exatamente cinco desses pontos, hoje
conhecidos como os Pontos de Lagrange (L1 a L5), cujas localizacbes e propriedades

serdo derivadas em detalhe na Sec¢éo 4.5.

Figura 4.2: Curvas equipotenciais do potencial efetivo Q para o Problema Restrito de Trés
Corpos, ilustrando a topologia para diferentes valores da constante de Jacobi C]. Os cinco
pontos de Lagrange (L1 a L5) sdo os pontos de equilibrio do sistema. As regides hachuradas
sao proibidas para o movimento.
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4.4.3 Esfera de Hill e Limite de Roche

A andlise do potencial de Jacobi e das superficies de velocidade zero no Problema
Restrito de Trés Corpos leva naturalmente a dois conceitos fundamentais que
definem as zonas de influéncia e os limites de estabilidade estrutural de corpos

em sistemas hierarquicos.

A Esfera de Hill, ou mais precisamente, o Lobo de Hill, define a regido
do espago ao redor de um corpo secundario (um planeta, m,) dentro da qual sua
atracdo gravitacional é dominante sobre a do corpo primario (o Sol, m). Em outras
palavras, € a regido onde o planeta pode reter satélites (luas) em 6rbitas estaveis
de longo prazo. Fora da Esfera de Hill, um objeto sera primariamente controlado

pela gravidade do Sol.

A fronteira desta regido é definida pela topologia das superficies de velo-
cidade zero. Especificamente, o raio da Esfera de Hill é aproximado pela distancia
do corpo secundario my aos pontos de Lagrange colineares L1 e L2, que atuam
como portais gravitacionais através dos quais um objeto pode passar do controle
do planeta para o controle do Sol, e vice-versa. Uma deducao rigorosa, baseada na
localizagao aproximada de L1 e L2 para o caso em que my < my, fornece o raio

de Hill, Ry:

Mp

Ry = ap(1—ep)?

onde apeep, sdo o semieixo maior e a excentricidade da érbita do planeta (mp)

em torno do Sol (Ms). Para a maioria das aplicacdes no Sistema Solar, a drbita
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do planeta é quase circular (ep =~ 0) e sua massa é muito menor que a do Sol

(Mg + my = M), simplificando a férmula para sua forma mais comum:

Mp
RH ~ ap3 3MS (4.26)

O Limite de Roche, nomeado em homenagem a Edouard Roche, que

o derivou em 1848, descreve um conceito diferente: o limite de sobrevivéncia
estrutural de um corpo secundario devido as forcas de maré exercidas pelo corpo
primario (planeta). As forcas de maré surgem porque a atracdo gravitacional do
planeta é mais forte no lado do satélite que esta mais préximo e mais fraca no lado
que esta mais distante. Essa diferenca de forcas, ou gradiente de forga, tende a

esticar o satélite.

Se o satélite for mantido coeso apenas por sua prépria auto-gravidade
(como um aglomerado de rochas, um cometa ou um satélite fluido), havera uma
distancia critica na qual a forca de maré diferencial excede a forca de coesdo
gravitacional do satélite, fazendo com que ele se desintegre. Essa distancia é o

Limite de Roche.

Para o caso de um satélite fluido sem rigidez ténsil, com densidade p,
orbitando um planeta de raio Rp e densidade Pp: © limite de Roche, dp, € dado

por:
1/3
p
dg =~ 2.44R, (—p) (4.27)
Ps

Para um satélite rigido, o fator numérico é menor, cerca de 1.26. O valor de 2.44

€ o mais relevante para a formacao de anéis e a desintegracdo de cometas. Este
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fendbmeno explica elegantemente por que os principais sistemas de anéis dos
planetas gigantes existem todos dentro do Limite de Roche de seus respectivos
planetas. Eles sdo provavelmente os restos de luas ou cometas que se aventuraram
perto demais e foram desintegrados, ou material do disco protoplanetério que

nunca conseguiu se aglutinar para formar uma lua.

4.5 Pontos de Equilibrio de Lagrange

Conforme antecipado, o Problema Restrito de Trés Corpos (PR3C) admite solu-
cOes analiticas exatas para configuracdes muito especificas. Estas sdo os pontos
de equilibrio no referencial girante, onde um corpo de massa desprezivel pode
permanecer estacionario em relacdo aos dois corpos primarios. Nesses pontos,
a atracao gravitacional combinada de m; e my, juntamente com a forca centri-
fuga (no referencial girante), somam-se vetorialmente a zero, resultando em uma
aceleracdo nula para a particula-teste.

Para encontrar estes pontos, buscamos os pontos estacionarios (ou pon-
tos criticos) do potencial efetivo de Jacobi, 2, ou seja, os pontos (x, Y, Z) que
satisfazem a condicio VQ = 0.

Para simplificar a algebra de forma significativa, é convencional adotar um
sistema de unidades normalizadas, onde as constantes fundamentais do problema

sdo definidas como unitarias:

1. Soma das massas dos primarios é a unidade: m; + m, = 1. Amassa do sis-
tema é normalizada. A massa do primario menor é frequentemente denotada
pelo pardmetro de massa y = my /(m; + my) = my. Consequentemente,

m1=1—;1.
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2. Distancia entre os primarios € a unidade: A distancia R entre m; e m, é

fixadaem R = 1.

3. Constante gravitacional é a unidade: G = 1.

Uma consequéncia imediata desta normalizacdo, a partir da Terceira Lei de
Kepler para a 6rbita circular dos primarios (n?R3 = G(mq+my)), é que avelocidade

angular do sistema, n, também se torna unitaria: n%(1)> = (1)(1) = n=1.

Neste sistema de coordenadas, o centro de massa do sistema é a origem
(0,0, 0). Os corpos primarios sio colocados estaticamente no eixo x. Suas posicdes

sdor; = (—m,,0,0) = (—11,0,0) e?, = (my,0,0) = (1 — 1,0,0).
1 ( 2 ) (Il ) 2 (1 ) =( H )

Como o potencial efetivo de Jacobi Q2 para uma particula-teste na posicio
(x,y,z) é dado pela (4.23),comn =1,G = 1,m; = 1 — pyemy = y, o potencial,

frequentemente denotado por U neste contexto, torna-se

1 1-
Uxy2) = S0+ 3D+ —L + & (4.28)
1 2

onde ry e ry sao as distancias da particula-teste aos primarios m; e m,, respectiva-

mente:

=G+ Y+ =’ +y 428 (429)

rf=(x—(1—-p)?+y*+2° (4.30)
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4.5.1 Calculo dos Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio sdo os locais onde o gradiente do potencial U se anula,
ou seja, VU = (0,0, 0). Calculando as derivadas parciais de U a partir da Equacio
(4.28):

oU 1-
e =x— - L -1 - =0 (4.31)
X n p)
oU 1- 1-
== - —%y:y(l— 3”—%):0 (4.32)
y 1 " i "

1- 1-
u__ 3”2—%z=—z( 3”+ﬁ3>=o (4.33)
. 1 r nooon

Anilise da Coordenada z: A Equacio (4.33) nos da a primeira grande simplificacdo.
Como os termos 1 — (4, i, 1 e 1y sao todos positivos, a expressao em parénteses
é estritamente positiva. Portanto, a inica maneira de a equacao ser satisfeita é
se z = 0. Isso prova que todos os cinco pontos de equilibrio de Lagrange devem
estar no plano orbital dos corpos primarios. Sdo, portanto, solucoes coplanares.

Com z = 0, o problema se reduz a encontrar as solucdes (x, y) para as
duas equacoes restantes.

A Equacéo (4.32) nos oferece duas possibilidades distintas:

Estas duas possibilidades ddo origem a duas familias de solucées: as colineares e

as triangulares.
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Solucdes Colineares (L1, L2, L3)

Assumindo a primeira possibilidade, y = 0 (e z = 0), a particula-teste esta locali-
zada no eixo x, alinhada com my e my. A equacio U /dy = 0 é automaticamente
satisfeita. Resta apenas resolver 9U /dx = 0 (Equacdo (4.31)) sob a condicdo
y = 0. Neste caso, as distancias r; e r, sao simplesmente as distancias ao longo
doeixo:r; = |x + ulery = |x — (1 — p)|. A equacio a ser resolvida torna-se:
l—p

x — ————sgn(x + p) —

(x + p)? sgn(x —(1- ) =0 (434)

7
(x = (1= p)?
Esta é uma equacio algébrica complexa. Analisando as trés regides possiveis no
eixo x (a esquerda de my, entre m; e my, e a direita de my), pode-se mostrar que
em cada regido existe exatamente uma raiz real. A expansao desta equacao leva
a um polinédmio de quinto grau (quintica) em x, que ndo possui solucdo geral em
termos de radicais. No entanto, Euler demonstrou a existéncia dessas trés raizes

reais, que correspondem aos trés pontos de Lagrange colineares:

e L1: Localizado entre m; e my. E um ponto de equilibrio instavel (ponto de

sela do potencial).
e L2: Localizado além de my (o corpo menor). Também instavel.

e L3: Localizado além de m; (o corpo maior). Também instavel.
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Solugées Triangulares (L4 e L5)

Assumindo a segunda possibilidade, y # 0, a equacao 8U/8y = ( exige que o

termo em parénteses seja nulo:

1_
1-—* Lo (4.35)
r r

Agora, examinamos a equacao 8U/8x = 0(Equacio (4.31)) sob esta nova condicéo.
A equacao é:
1-p

Hrm-Ea-a-m=o (4.36)
&1 r

x —

Da condic3o (4.35), podemos expressar rﬂg, =1- 1;3,’1 Substituindo na equacéo

de x: ’ !
x = lzﬂ(erﬂ)—(l— 1_311)(x—(1—#))=0
" "
Xt (U= )= P Gt ) = o= (L= )] = 0
"

(1 -p) (1 - 13) =0  (4.37)

51

_ . 1 L
Comom; = 1— p # 0,alnicasolugdo é 1 — 3 = 0, o que implica rf =1e

1
portanto, r; = 1. Substituindo r; = 1 de volta na condicéo (4.35), obtemos:

1_
- 3#—%20:1—(1—;1)—%:0:;1—%20 (4.38)
1 rz rz r2
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Como pt = my # 0, a Unica solugao é rg’ = 1, e portanto, r, = 1. Esta demonstra-
¢ao mostra que as solugdes nao-colineares sé podem existirser; =r, = 1. Ou
seja, a particula-teste deve estar a mesma distancia de m; e my, e essa distancia
deve ser igual a distancia entre m; e m,. Os trés corpos devem formar um triangulo

equilatero.

Para encontrar as coordenadas (x, y) destes pontos, resolvemos o sistema

(comz = 0):

r12 =(x+ /1)2 + y2 =1 (4.39)

r?? =(x-(1-p)P+y*=1 (4.40)
Igualando as duas equacoes:

e+ +y2 = (= 1= ) +y°
0=-2x+1-2p = 2x=1-2p

1-2p 1
== - 4.41
5 5 TH (4.41)

Finalmente, substituimos x em (4.39) para encontrar y:

x+ —(1— )+ _1
p=G-—pru=3
(%)2+y2=1=y2:1— =% (4.42)

N

(4.43)

b
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Isso nos da as duas solugdes triangulares, descobertas por Lagrange:

o L4: (% -, +§) Lidera o movimento de m; em 60°.

e L5: (% - U, —\/2—§> Segue o movimento de m; em 60°.

4.5.2 Estabilidade e Aplicacao: Asteroides Troianos

Uma analise de estabilidade linear do potencial efetivo em torno desses pontos de
equilibrio revela que os pontos colineares L1, L2 e L3 sdo sempre instaveis (pontos
de sela). Pequenos desvios de um corpo nesses pontos crescerdo exponencial-
mente.

Surpreendentemente, os pontos triangulares L4 e L5 sao linearmente
estaveis se o parametro de massa do corpo secundario, p = my/(my + my), for

suficientemente pequeno. A condicdo de estabilidade é:

1 23
< pUgit ==|1—,|— | = 0.03852... 4.44
H Herit 2 ( 27) ( )

Se a massa do segundo primario for menor que aproximadamente 3.85% da massa
total do sistema, os pontos L4 e L5 sao estaveis, o que significa que um corpo
préximo a esses pontos executara pequenas orbitas em torno deles, permanecendo
na regido por longos periodos.

Esta condicdo é amplamente satisfeita por todos os sistemas Sol-Planeta
no Sistema Solar. O caso mais proeminente é o sistema Sol-Jupiter, que levou
a primeira confirmacao observacional da teoria de Lagrange com a descoberta

do asteroide (588) Achilles em 1906. Hoje, milhares de Asteroides Troianos sdo
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conhecidos, agrupados em torno dos pontos L4 (Campo Grego) e L5 (Campo

Troiano) da érbita de Japiter.
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Capitulo 5

Determinacio de Orbita e Avaliacio

de Risco

s capitulos anteriores estabeleceram o arcabouco tedrico para descrever o

movimento dos corpos celestes, desde a 6rbita Kepleriana idealizada do Problema
de Dois Corpos até a complexa danca gravitacional do Problema de N-Corpos.
Foi demonstrado que, embora uma solucdo analitica geral para N > 3 seja ina-
tingivel, a abordagem por meio de perturbacdes permite prever a evolucao de
um sistema com boa precisao, desde que o estado inicial do sistema seja conhecido.
Esta ultima condicido é o cerne de um dos problemas mais fundamentais e de-
safiadores da astronomia pratica: a determinacao da érbita de um corpo celeste
recém-descoberto.

O problema de predicédo orbital, portanto, ndo é meramente a solucado de

uma equacio de dois corpos, mas a integracado numérica de um sistema de N-corpos.
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Contudo, um desafio ainda mais importante precede a integracdo: para prever o
futuro de um asteroide, devemos primeiro determinar seu estado presente - seu
vetor de estado 6-dimensional, composto por posicdo 7 e velocidade v - a partir
de um conjunto limitado e inerentemente ruidoso de observacoes astronémicas.

Este capitulo aborda o que é efetivamente um problema inverso: como
inferir um estado orbital de seis dimensdes a partir de uma série de observacoes
bidimensionais (angulares), como refinar essa 6rbita a medida que novos dados se
tornam disponiveis e como utilizar a incerteza residual inerente a este processo
para quantificar o risco de um futuro impacto com a Terra. Esta é a disciplina que

conecta a mecanica celeste tedrica a tarefa de vigilancia e defesa planetaria.

5.1 Da Observacio a Orbita

As observacdes astrométricas de um corpo celeste recém-descoberto nao forne-
cem diretamente sua posicio tridimensional 7 ou sua velocidade v. O que se mede,
em um instante de tempo £, € um par de coordenadas angulares na esfera celeste:
a ascensio reta (&) e a declinacdo (). Estas duas quantidades, juntamente com
o instante da observacio, constituem a linha de visada (Line of Sight, LOS), que
define um vetor unitario p que aponta do observatério para o objeto, mas nio
contém informacao sobre a distancia ao longo dessa linha.

A geometria do problema, em um referencial inercial como o Sistema
de Coordenadas Baricéntrico Celeste (BCRS), é descrita pela soma vetorial que

conecta o Sol (baricentro), o observatério na Terra e o asteroide:

A(t) = R(t) + (2 (5.1)
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onde:

. 7(t) é o vetor de posicao heliocéntrico do asteroide. Este é o vetor de estado

que, em ultima instancia, buscamos determinar.

e R(t) é o vetor de posicdo heliocéntrico do observatério. Este vetor é conhe-
cido com boa precisao, pois a 6rbita da Terra € modelada com exatidao e a

localizacido do observatério na superficie terrestre também é conhecida.

. ﬁ(t) é o vetor de posicdo topocéntrico, do observatério ao asteroide. Este

vetor contém a informacao observacional.

O vetor topocéntrico ﬁpode ser decomposto em sua magnitude e direcao:
p = pp,onde p = ||/_5|| é a distancia topocéntrica (a range), uma quantidade
desconhecida, e /3 € o vetor unitario da linha de visada, determinado diretamente

pelos angulos observados («, 6):

cos 8(t) cos a(t)
pt) =| cos 8(t) sin a(t) (5.2)
sin 6(t)

Substituindo esta decomposicao na equacdo geométrica , obtemos:

F(t) = R(t) + p()p(2) (5.3)

Esta equacao é a esséncia do problema de determinacido de orbita. Para cada
-

observacio (a, §,t), conhecemos com precisdo o vetor R e o vetor unitario o)

mas a distancia p e sua taxa de variagao p sao desconhecidas. O estado completo

do asteroide é um vetor 6D (7, v). Uma Unica observacio («, §) fornece apenas
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duas restricoes escalares. Portanto, para resolver as seis incégnitas, sdo neces-
sarias no minimo trés observacdes distintas (a,-, &, tl-) parai = 1,2,3. Esteé o
ndimero minimo de observacdes para que o problema se torne matematicamente
determinado.

Na prética, os grandes levantamentos astronémicos, como o Vera C. Rubin
Observatory, detectam centenas de milhares de pontos de luz em movimento a
cada noite. Antes que uma orbita possa ser calculada, é preciso garantir que um
conjunto de deteccoes, tipicamente obtidas em noites diferentes, pertenca de fato
ao mesmo objeto fisico. Este é o problema da ligacao (linkage problem).

Um conjunto de observacgdes atribuidas a um mesmo objeto define um
arco observacional. A precisdo da drbita calculada esta diretamente relacionada a
duracao deste arco - o intervalo de tempo entre a primeira e a Gltima observacao
- e ao numero de observacdes contidas nele. Arcos curtos, de poucas horas ou
uma unica noite, geralmente nao restringem suficientemente a 6rbita para permitir
predicoes futuras confidveis. Arcos de varias semanas ou meses sdo necessarios
para uma determinacao robusta.

Milani e Giovanni Federico Gronchi (2010) propdem uma taxonomia para
o problema da identificacado, que pode ser analisado a partir de quatro cenérios

distintos:

Ligacio (Linkage) Ocorre quando se dispde de dois ou mais arcos muito curtos (por
exemplo, de noites diferentes), cada um insuficiente para uma determinacido
de drbita significativa. A ligacio é o processo de testar a hipétese de que
ambos os arcos pertencem ao mesmo objeto, usando-os em conjunto para
calcular uma Unica érbita que se ajuste a todas as observacdes. Este é um

problema combinatério desafiador.
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Atribuicao (Attribution) Ocorre quando um novo arco, geralmente muito curto
para gerar uma o6rbita confidvel por si s6, € comparado com o catalogo de
orbitas j4 computadas. O objetivo é tentar atribuir o novo arco a um objeto
ja conhecido, confirmando sua identidade e refinando sua 6rbita com os

novos dados.

Identificacio (Identification) Ocorre quando dois arcos independentes, ambos
longos o suficiente para gerar suas proprias 6rbitas nominais e regioes
de incerteza, sdo comparados. Se as duas Orbitas (com suas respectivas
incertezas) sdo estatisticamente compativeis, elas sdo identificadas como
pertencentes ao mesmo objeto. A fusido dos dois conjuntos de dados resulta

em uma o6rbita Unica e muito mais precisa.

Recuperacio (Recovery) E o processo em que, a partir de uma 6rbita ja deter-
minada, sdo realizadas predicOes para a posicdo de um objeto em uma
época futura (para agendar novas observacoes) ou em uma época passada
(para buscar o objeto em arquivos de dados ou placas fotograficas antigas,

estendendo assim seu arco observacional para o passado).

5.2 Da Orbita Preliminar ao Refinamento por Minimos Qua-

drados

O processo de determinacao orbital é quase invariavelmente realizado em duas eta-
pas sequenciais: o calculo de uma érbita preliminar, que serve como uma primeira
aproximacao, seguido por um processo de refinamento iterativo que incorpora um

modelo fisico mais completo e utiliza todas as observacdes disponiveis.
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O primeiro passo, dado um conjunto minimo de observacdes (tipicamente
trés), é a determinacdo de uma érbita preliminar. Este é um desafio matematico
nao-trivial que visa encontrar o vetor de estado 6D (7}, V) em uma época de
referéncia f; que se ajuste a essas poucas observagoes, geralmente sob a suposi¢ao
simplificada do Problema de Dois Corpos.

Os métodos classicos para resolver este Problema de Determinacéo de
Orbita Inicial (IOD, Initial Orbit Determination), como os desenvolvidos por Pierre-
Simon de Laplace e Carl Friedrich Gauss no inicio do século XIX, fornecem o
arcabouco matematico para esta tarefa. Embora ambos os métodos partam das

mesmas trés observacdes angulares, suas abordagens sao diferentes:

e Método de Laplace (1780): E um método diferencial. Ele tenta calcular a
posicao e avelocidade Yno instante da observacdo central (t;) expressando-
as em termos das derivadas temporais do vetor de linha de visada, /3 As
derivadas [)e /3 sao estimadas numericamente a partir das trés observacoes.
O método é elegante, mas sensivel a erros observacionais, especialmente

para arcos curtos.

e Método de Gauss (1801): E um método geométrico-dinamico. Gauss de
maneira esperta contornou a necessidade de derivadas. Ele assumiu que o
movimento do asteroide e da Terra ocorria em um plano (uma aproximacio
vélida para arcos curtos) e usou a razao das areas dos setores triangulares
(formados pelo Sol e as posi¢des do asteroide em 1, t,, #3) como uma apro-
ximacgao para a razdo dos intervalos de tempo, uma consequéncia direta
da Segunda Lei de Kepler. O método € mais robusto para arcos curtos e se

tornou o padrio da area.
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A obtencéo da solucdo em ambos os métodos frequentemente depende
da resolucdo de equacdes polinomiais de alto grau. No método de Gauss, por
exemplo, chega-se a uma equacao de oitavo grau para a distancia heliocéntrica,
o que pode levar a multiplas solugées matematicas. Apenas uma (ou as vezes
nenhuma) corresponde a uma 6rbita fisicamente valida e eliptica, como interpretado

geometricamente por ?.

5.2.1 Refinamento Orbital e a Orbita Nominal

A 6rbita preliminar é apenas uma primeira aproximacao, baseada em um modelo
fisico simplificado (2-corpos) e um ntimero minimo de observacdes. A medida que
mais observacdes sio coletadas e o arco orbital se alonga, inicia-se o processo de
refinamento orbital por meio do Método dos Minimos Quadrados Diferenciais.
Este processo utiliza a drbita preliminar como um primeiro palpite para
o estado inicial (70, 170). A partir deste estado, a trajetéria do objeto é integrada
numericamente, desta vez considerando o modelo fisico mais completo possivel,

que inclui todas as perturbacdes relevantes. A equacdo de movimento integrada é:

N, - - -
5 G(Mg +mygt), A —r i\ -
F= - —CF Y Gmy| == — = | +Fe (5.4)
3 = _ 73 3
r ,J=t =1

Termo de 2-Corpos
P Perturbagdes Planetarias

onde j soma sobre todos os planetas perturbadores (e as vezes os asteroides mais
massivos), e ﬁNG representa as forcas ndao-gravitacionais. Para asteroides pequenos
(com diametros de quilémetros ou menos), a forca mais significativa é o efeito
Yarkovsky, um impulso térmico resultante da rotacdo do asteroide, que absorve

radiacdo solar e a reemite de forma anisotrépica. Este pequeno, mas persistente,
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impulso pode alterar significativamente o semieixo maior de um asteroide ao longo
de décadas.

A trajetéria integrada numericamente produz um conjunto de posicoes
calculadas (¢eyic, Ocqlc) Para cada instante de tempo em que uma observacgio
foi feita. A diferenca entre os valores observados e calculados forma o vetor de
residuos (O — C, Observed minus Computed). O método dos minimos quadrados
ajusta iterativamente os 6 pardmetros orbitais iniciais (o vetor de estado em uma
época de referéncia t;) de forma a minimizar a soma dos quadrados dos residuos,
ponderada pela incerteza de cada observacio.

O resultado deste processo convergente € a érbita nominal, que representa
a melhor solucio de trajetéria que se ajusta a todos os dados disponiveis sob o
modelo fisico adotado. Tao importante quanto a érbita nominal é sua matriz de
covariancia, um tensor 6x6 que descreve o tamanho, a forma e a orientacao do
elipsoide de incerteza no espaco de parametros orbitais de 6 dimensdes. Esta
matriz quantifica a incerteza em cada parametro orbital e as correlacdes entre eles,

e é a entrada para toda a analise de risco subsequente.

5.3 Analise de Risco de Impacto: Da Incerteza a Probabilidade

A determinacdo de 6rbita com alta precisao é a base da defesa planetdria. A andlise
de risco de impacto, contudo, foca ndo na érbita nominal em si, mas na sua incerteza,
gue é rigorosamente descrita pela matriz de covariancia. Uma érbita nominal pode
passar a milhdes de quildbmetros da Terra, mas se a sua incerteza for grande o
suficiente, uma trajetdria real dentro dessa nuvem de incerteza pode, de fato,

colidir com nosso planeta.
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5.3.1 Meétricas de Triagem: MOID e a Classificacao de PHAs

Dado o grande numero de objetos sendo descobertos, uma triagem inicial é neces-
saria para identificar rapidamente aqueles que merecem um monitoramento mais

atento. Duas métricas principais sdo usadas para esta classificacio:

1. MOID (Minimum Orbit Intersection Distance): A MOID, ou Distancia Mi-
nima de Intersecdo Orbital, introduzida por ?, é a distancia minima entre
as duas elipses osculadoras - a do asteroide e a da Terra. E uma medida
puramente geométrica da quase-intersecio das 6rbitas, calculada indepen-
dentemente de onde os corpos estavam no momento da aproximacdo. Um
MOID pequeno significa que as érbitas se cruzam ou passam muito perto

uma da outra no espaco tridimensional.

2. PHA (Potentially Hazardous Asteroid): Um asteroide é classificado como
Potencialmente Perigoso (PHA) se satisfaz dois critérios simultaneamente,

estabelecidos pelo Minor Planet Center:

¢ MOIDg < 0,05 UA (aproximadamente 7,5 milhdes de quilémetros,

ou 19.5 vezes a distancia média Terra-Lua).

e magnitude absoluta H < 22.0.

O critério do MOID seleciona objetos cujas érbitas passam perigosamente
perto da orbita da Terra. O critério da magnitude absoluta H é usado como um
critério de selecdo para o tamanho do objeto. A magnitude absoluta € o brilho que o

objeto teria se estivesse a 1 UA do Sol e 1 UA da Terra, visto em angulo de fase zero.
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Ela esta relacionada ao didmetro D do asteroide e ao seu albedo (refletividade) p

pela relacdo aproximada:

o 1329km 020

VP

O limite de H = 22.0 corresponde a um didmetro de aproximadamente 140 metros

D (5.5)

para um albedo tipico de 14%, selecionando assim objetos grandes o suficiente
para causar devastacdo em escala regional ou, em casos extremos, global, caso

venham a colidir com a Terra.

5.3.2 Propagacio de Incerteza e o Método dos Asteroides Virtuais

A classificacdo como PHA é uma bandeira amarela, ndo uma bandeira vermelha.
Ela ndo implica que um impacto ocorrerd, apenas que a geometria orbital permite
encontros proximos. Para avaliar o risco real, é imperativo propagar a incerteza
orbital no tempo.

O método padrido para isso é a técnica dos Asteroides Virtuais (VAs),
desenvolvida principalmente no dmbito do sistema de monitoramento de risco
Sentry (JPL/NASA) e NEODyS (ESA). A regido de incerteza 6D, descrita pela orbita
nominal e sua matriz de covariancia, € amostrada estatisticamente, tipicamente por
métodos de Monte Carlo. Este procedimento gera um grande niimero - milhares
ou milhdes - de clones orbitais, os VAs, cada um representando uma érbita ligei-
ramente diferente, mas todas estatisticamente consistentes com as observacoes
astrométricas disponiveis.

Cada uma dessas orbitas de VA é entdo propagada numericamente no

tempo, geralmente por 100 anos no futuro, usando o modelo dindmico completo da
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Equacdo (5.4). Este enxame de VAs, que comeca como um elipsoide compacto em
torno da posicao nominal, se deforma e se alonga ao longo da trajetéria, mapeando
a evolucdo da incerteza. O alongamento ocorre principalmente ao longo da direcdo
do movimento, refletindo a crescente incerteza na anomalia média do asteroide.

Durante a propagacao, os sistemas de monitoramento procuram por VAs
que passem dentro da Esfera de Hill da Terra, a regido onde a gravidade terrestre
domina sobre a do Sol. Se um subconjunto de VAs intersecta a Terra, a probabilidade
de impacto é estimada como a razado entre o nimero de clones que colidem e o

numero total de clones gerados:

Neojiss
Pimpacto _ colisdes (5.6)
]Vtotal de VAs

Este método permite ndo apenas calcular uma probabilidade, mas também iden-
tificar as datas especificas dos possiveis encontros perigosos. Quando novas ob-
servacoes de um asteroide so feitas, o arco observacional se alonga, a incerteza
orbital (a matriz de covariancia) diminui, e o enxame de VAs se encolhe. Na grande
maioria dos casos, este refinamento exclui a Terra da regido de incerteza futura, e
a probabilidade de impacto calculada cai para zero. Em raras ocasides, a probabili-
dade pode aumentar, sinalizando a necessidade de um monitoramento ainda mais

intensivo.
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Capitulo 6

Formalismo Matematico da

Determinacio de Orbitas

s capitulos anteriores estabeleceram o arcabouco fisico para a descricao do

movimento orbital, transitando do Problema de Dois Corpos, que admite solucoes
analiticas exatas na forma de secdes conicas Keplerianas, para o Problema de
N-Corpos, cuja complexidade intrinseca descreve a dinamica real do Sistema Solar
e impoe a necessidade de integracdo numérica. Esta abordagem constitui o que se
denomina problema direto: dado um conjunto completo de condi¢des iniciais - a
posicdo e a velocidade de todos os corpos em um instante de tempo - a evolucao
futura do sistema pode ser, em principio, determinada com a precisdo desejada.
Este capitulo, em contrapartida, aprofunda-se no problema inverso, que
representa a base da astronomia dinamica e da mecanica celeste pratica. O de-

safio consiste em inferir a trajetéria completa de um corpo celeste a partir de
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um conjunto de observacdes que sio, por natureza, tanto incompletas quanto
ruidosas. As observacoes astrométricas, tipicamente obtidas por telescépios ter-
restres ou espaciais, fornecem apenas informacoes direcionais bidimensionais (as
coordenadas angulares na esfera celeste) e estio inevitavelmente contaminadas
por erros de medicio. O processo de determinacao de érbita, portanto, transcende
a mera aplicacdo de leis dindmicas e se estabelece como um problema de esti-
macao estatistica: o de encontrar o conjunto de parametros orbitais que melhor
se ajusta aos dados observacionais disponiveis, dentro dos limites de um modelo

fisico rigorosamente formulado.

6.1 Modelando Matematicamente

O processo de determinacao de érbita é fundamentado na interacido de dois mo-
delos matematicos distintos, porém interligados: o modelo dindmico, que descreve
a fisica do movimento do objeto, e o modelo observacional, que descreve a geome-
tria da medicao. A fusio destes dois modelos permite conectar os parametros que
governam a trajetoria (o estado orbital) com as quantidades que sao efetivamente

medidas (as posicdes angulares).

6.1.1 Equacao do Movimento

O movimento de um corpo celeste de massa m,¢; no Sistema Solar é governado
pela Lei da Gravitacdo Universal de Newton, acrescida de quaisquer outras forcas
ndo-gravitacionais pertinentes. O estado cinematico completo do corpo em um
instante de tempo t € univocamente descrito por seu vetor de estado, 3_/)(1‘), um

vetor no espaco de fase de dimensao 6, que concatena sua posicdo tridimensional
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7(t) e sua velocidade tridimensional v(¢) em um referencial inercial, como o Sistema

de Coordenadas Baricéntrico Celeste (BCRS).

x(t)
y(@®)
S LA KGN
y(t)_(ﬁ(t)>_ w0 % e
y(@®)
z(1)

Aevolucao temporal deste vetor de estado é regida por um sistema de seis equacdes

diferenciais ordinarias de primeira ordem. A derivada do vetor de estado em relacao

& . 70, W(t)
= = =|. = (6.2)
T (7@) (aa,m)

onde d = Fé o vetor de aceleracio total que atua sobre o corpo. Esta aceleracio &,

ao tempo é dada por:

em geral, uma funcao do tempo £, do préprio estado )_;(primariamente da posicao
) e de um conjunto de parametros dinamicos, denotado pelo vetor 4. Agrupando
os componentes da derivada do estado em uma Unica fungio vetorial f, a equagio

do movimento assume sua forma canénica:
& -
—- = Lt 6.3
7 fG.t, (6.3)

No contexto do Problema de N-Corpos, a aceleracdo d é a soma vetorial da atracio

gravitacional do corpo central e das perturbacdes gravitacionais exercidas por
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todos os outros corpos massivos do sistema (planetas, e por vezes os asteroides

. . , . ~ ~ . . . =
mais massivos), além de quaisquer aceleragdes ndo-gravitacionais dyg:

- - 7
at,y, ) = — G(Mg + mast)r_3
) Termo de 2-Corpos ’

al o [ FO-F FO

r t)—r r;
m; 208 — 713 13

Perturbacdes Planetarias (Termo Indireto Incluido)

+ +ang  (6.4)

j=1

Neste modelo completo, o vetor de parametros dindmicos f inclui as massas dos
corpos perturbadores (mj) e quaisquer parametros que modelem as forcas nao-
gravitacionais, como o parametro A, do efeito Yarkovsky.

Dado um conjunto de condigées iniciais - o vetor de estado 3;, em uma
época de referéncia #; - a integragdo numérica da Equagao (6.3) produz a trajetoria

Unica do corpo, que pode ser expressa como uma funcio de fluxo ®:

y(©) = O(t, 1, Yo, 1) (6.5)

Esta equacéo representa a solucao do problema direto: conhecendo o estado inicial
e os parametros dindmicos, podemos prever o estado do sistema em qualquer

instante de tempo t.

6.1.2 Modelo Observacional: Geometria da Medicao

A pratica astron6mica raramente, ou nunca, mede o vetor de estado f(t) dire-
tamente. As quantidades acessiveis sdo as observagdes astrométricas, O;, que

consistem em um par de angulos (ascens3o reta, ¢, e declinacio, 8) medidos em
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instantes de tempo especificos ;. O modelo observacional, R, é a fungdo matema-
tica que mapeia o vetor de estado tedrico f(t) para a observacéo calculada (ou

prevista), C(¢):
C(t) = R(Y(@),t,v) (6.6)

onde v é um vetor de parametros cineméaticos ou observacionais. E importante
distinguir estes dos parametros dinamicos: v ndo afeta a trajetdria fisica do objeto,
mas descreve a geometria da medicao. Exemplos incluem as coordenadas precisas
do observatério na superficie da Terra, correcdes instrumentais ou atmosféricas,
e o tempo de propagacio da luz (embora este Gltimo conecte a dindmica e a
cinematica).

Para uma observacao astrométrica 6ptica, a funcio R executa a seguinte

sequéncia de transformacdes geométricas:

1. Obtém-se a posicio heliocéntrica do asteroide, 7(t), a partir do vetor de

estado y(t).

2. Obtém-se a posicao heliocéntrica do observatorio, I_éobs(t), a partir de efe-

mérides de alta precisido da Terra e do modelo de rotacio terrestre.

3. Calcula-se o vetor de posicdo topocéntrico (do observatério ao asteroide),
p(t) = ?(t) - Robs(t)-

4. Converte-se o vetor topocéntrico p(t) de coordenadas cartesianas para
coordenadas esféricas, resultando no par de angulos calculados (@caic> Icalc)

no referencial celeste apropriado.
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A funcio de previsdo, C(t), que conecta os parametros iniciais da 6rbita
com as observacdes finais, é a composicdo do modelo dindmico (Equacéo (6.5))

com o modelo observacional (Equacéo (6.6)):
C(t) = R(D(t, 19, Yo, 1), 1, V) (6.7)

Esta funcdo é o fundamento do processo de ajuste de orbita. Ela nos permite
calcular qual seria a observacdo no tempo t se a érbita do objeto fosse definida

pela condicao inicial fo e pelos parametros e v.

6.2 Método dos Minimos Quadrados

No problema real de determinacao de orbita, dispomos de um conjunto de m
observagdes O; (cada uma sendo um par (%bs,ia 5obs,i))! realizadas nos instantes ;.
O objetivo é encontrar o melhor vetor de pardmetros X que explica este conjunto de
dados. Este vetor de parametros a ser ajustado, X € R, é tipicamente composto
pelo vetor de estado inicial e, em casos mais complexos, por um subconjunto dos

parametros dindmicos ou cinematicos que também sio incertos:

X = (_’0’ ﬂajuste’ Vajuste) (6.8)

Na maioria dos casos, os parametros p e v sdo considerados conhecidos (fixos), e o
ajuste é realizado apenas sobre as seis componentes do estado inicial 3, de modo

quen = 6.
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O residuo, §l para a i-ésima observacao, é a diferenca vetorial entre o
valor observado O; e o valor calculado C(t;) usando um dado vetor de parametros

N
X

Xobs,i — acalc,i(;e)

£ = 0 - Ot ) = ;
l l l 5obs,i - 5ca|c,i(x)

(6.9)
O objetivo do processo de ajuste é encontrar o vetor de parametros X, deno-

minado érbita nominal, que minimiza o tamanho agregado do vetor de todos os

residuos, & = (&, ..., &,).

6.2.1 Funcio de Custo e a Orbita Nominal

Se os erros de medicao inerentes as observagdes O; forem independentes e se-
guirem uma distribuicdo normal com média zero, o principio da maxima veros-
similhanca da estatistica leva diretamente ao Método dos Minimos Quadrados.
A funcao de custo Q(J?), também conhecida como )(2 (qui-quadrado), é definida

como a soma ponderada dos quadrados dos residuos:
L T
Q) = ), EWE (6.10)
i=1

onde W, é a matriz de peso da i-ésima observagdo. Esta matriz é a inversa da
matriz de covariancia da observagdo, W; = Zi_l, que quantifica a incerteza da

medicdo. Se os erros em ascensio reta e declinacao forem independentes, com
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desvios padrdo o, ; e 05 ;, respectivamente, a matriz de covariancia é diagonal,

2= diag(%z( O'gi), e a fungdo de custo assume a forma mais familiar:

L

2\)2 2\\2
i (aobs,i - acalc,i(x)) n (5obs,i - 5ca|c,i(x))

GEDY . : (6.11)

i=1 Ogi Os,i

A 6rbita nominal, X*, é o vetor de pardmetros que minimiza esta funcio de custo:

X* = argmin Q(X) (6.12)
X

6.2.2 Correcao Diferencial

A funcio de previsdo C(;; X) é uma funcio altamente nio-linear de X, uma vez
que envolve a integracdo numérica da equacido de movimento (Equacéo (6.3)).
Consequentemente, a minimizacao de Q(J?) nao pode ser resolvida analiticamente
encontrando as raizes de VQ = 0. A solugdo é um processo iterativo conhecido
como corregao diferencial, que se enquadra na classe mais ampla de métodos de

Newton-Gauss.

O processo é o seguinte:

1. Palpite Inicial: Inicia-se com uma érbita preliminar, J?k (comk = 0 para a

primeira iteraco), que é uma estimativa inicial para a solucio.
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2. Linearizacado: O problema é linearizado em torno da estimativa atual J?k. (e}

vetor de residuos ’g’(J_c)) € aproximado por sua expansao de Taylor de primeira

ordem:

Hx) = &) + j—si (X% (6.13)

Xk

Definindo a correcio a ser encontrada como AX = X — )_C)k, e a matriz

de design (ou Jacobiana dos residuos) como B = —Z—i ae, a equacao

linearizada torna-se:
4X) = § — ByAX (6.14)

A matriz By, de dimensbes (2m X n), contém as derivadas parciais das

observacoes calculadas em relagcdo a cada um dos n pardmetros de ajuste,

aacalci

. - , e
avaliadas em xj. Por exemplo, uma de suas entradas é =. O célculo

X0
desta matriz é a etapa computacionalmente mais intensiva do processo,

exigindo a integracdo das equacgdes variacionais.

. Minimizacao do Problema Linearizado: Substituindo a aproximacao linear

na funcdo de custo, obtemos uma forma quadratica em Ax: Q(Ax) =
(& — BAX) W (&, — BAX). A condigao de minimo, a(AQ) =0, leva as
equacoes normais do problema de minimos quadrados linear:

(BIWBRA%, = BIWE, (6.15)
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4. Calculo da Correcio: A correcio Afk é obtida resolvendo este sistema linear.
A matrizC = B,{WBk € a matriz de informacao (ou matriz das equacoes

normais), de dimensées (1 x n).
A% = (BIW B ™ B{WE, = G ' (BIWE) (6.16)

5. Atualizagdo: A estimativa da 6rbita é atualizada: X4 = X + AXy.

6. lteracdo: O processo é repetido (retornando ao passo 2 com a nova es-
AXy|

pequena, indicando que o processo convergiu para a solucao de minimos

timativa Xj.;) até que a norma da corregio, | , seja suficientemente

quadrados.

O resultado final, X* = liMmg 00 5c'k, € a orbita nominal que melhor se ajusta ao

conjunto completo de observacoes.

6.2.3 Regiao de Confianca e Matriz de Covariancia

A 6rbita nominal X* representa a solucio de maxima verossimilhanca, mas as
incertezas inerentes as observacdes implicam que a 6rbita verdadeira ndo é um
ponto Unico, mas estd em uma regido de probabilidade em torno de x*. A teoria
estatistica do método dos minimos quadrados fornece uma ferramenta poderosa
para caracterizar esta regido de incerteza.

A matriz de covariancia da solucio estimada X*, denotada porT, é dada

pela inversa da matriz de informacao, avaliada na solucao final:

r=c!=@®Bws! (6.17)
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Esta matriz simétrica e positiva definida, de dimensées (n x n), é muito importante
para a analise. Os elementos na diagonal, I';;, representam as variancias (O'iz) dos

parametros de ajuste x;. Os elementos fora da diagonal, I';;, representam as covari-

ije
ancias entre os parametros x; e x;j, indicando como o erro em um parametro esta
correlacionado com o erro em outro.

Geometricamente, a matriz de covariancia I' define um elipsoide de con-
fianca no espaco de parametros R", centrado na 6rbita nominal X*. A equacio

deste elipsoide, para um determinado nivel de confianca, é dada por:
F-)TI(X-%)<AQ (6.18)

onde AQ é um limiar determinado pela distribuicdo estatistica )(2 com n graus de
liberdade, correspondente ao nivel de confianca desejado (e.g., 1-0, 3-0).

Esta regido de confianca, Z, contém o conjunto de todas as orbitas possi-
veis que sao estatisticamente consistentes com as observacdes e suas incertezas.
E a partir da amostragem de vetores de estado dentro desta regido que se realiza
a andlise de risco de impacto, através da geracdo de Asteroides Virtuais (VAs),
como discutido no Capitulo 5. Cada VA é uma érbita retirada desta distribuicao de
probabilidade, e sua propagacao no futuro permite mapear a evolucio da incerteza

e calcular a probabilidade de colisao.

6.3 Problema da Orbita Preliminar

O método de correcao diferencial descrito na Secdo 6.2.2 é muito preciso, mas
possui um pré-requisito : ele requer uma estimativa inicial, 550, que seja boa o sufici-

ente para garantir a convergéncia do processo iterativo. A regido de convergéncia
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do método de Newton-Gauss pode ser pequena, e um palpite inicial muito distante
da solucio verdadeira pode levar a divergéncia ou a convergéncia para um minimo
local espurio. A tarefa de obter esta primeira estimativa viavel é o problema da
determinacio de 6rbita preliminar (IOD, Initial Orbit Determination).

Os métodos de IOD sao projetados para encontrar uma 6rbita a partir do
numero minimo de informacdes, tipicamente trés observacdes astrométricas («, §)
em trés instantes distintos. Os dois métodos classicos que formam a base da IOD,
desenvolvidos por Pierre-Simon de Laplace e Carl Friedrich Gauss, serdo explora-
dos em detalhe nos capitulos posteriores (Laplace, 1796; Laplace, 1799; Gauss,
1809). Suas abordagens, embora partindo dos mesmos dados, sdo conceitualmente

distintas:

e O Método de Laplace é um método essencialmente diferencial. Ele busca
determinar a posicio 7 e a velocidade ¥ no instante da observacio central
(t2) expressando-os em termos das derivadas temporais do vetor de linha
de visada, p. As derivadas /3 e /3 sdo estimadas numericamente a partir
das trés observacoes discretas. O método é analiticamente elegante, mas
numericamente sensivel a erros observacionais, especialmente quando o

arco de tempo entre as observacdes é curto.

o O Método de Gauss é um método geométrico-dindmico. A genialidade de
Gauss foi evitar o calculo explicito de derivadas. Ele utilizou a propriedade de
gue o movimento de dois corpos é coplanar, o que implica que os vetores de
posicdo heliocéntricos do objeto nos trés instantes de observacio, 71, 72, I3,
sao coplanares. Esta condicdo, combinada com a Segunda Lei de Kepler

(que relaciona as areas varridas aos intervalos de tempo), permite formular
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um sistema de equacdes para as distancias heliocéntricas. O método é
notavelmente mais robusto para os arcos curtos tipicos de descobertas de

asteroides.

Ambos os métodos, ao serem aplicados sob a suposicdo simplificada de
movimento de dois corpos, inevitavelmente levam a necessidade de encontrar as
raizes de uma equacio polinomial de alto grau (tipicamente oitavo grau para o
método de Gauss) para uma das distancias desconhecidas (heliocéntrica ou geocén-
trica). A existéncia de multiplas raizes reais e positivas introduz uma ambiguidade:
varias solucdes matematicas podem surgir, das quais apenas uma (ou, em alguns
casos, nenhuma) corresponde a 6rbita fisicamente correta. A discriminacio entre

estas solucdes é um passo importante da IOD.
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Capitulo 7

Método de Laplace

N o capitulo anterior, estabelecemos o formalismo matematico para o pro-
blema de determinacao de drbita, destacando a necessidade de uma estimativa
inicial — uma érbita preliminar — para que o robusto método de correcao diferencial
possa convergir para a solucdo de minimos quadrados. Este capitulo se aprofunda
no primeiro método historicamente rigoroso desenvolvido para este fim: o Método
de Laplace, concebido em 1780. A abordagem de Laplace é fundamentalmente
dindmica, pois busca inferir o estado cinematico completo de um corpo celeste —
sua posicao e velocidade — a partir das derivadas temporais de sua posicao angular
observada, conectando-as diretamente a aceleracdo gravitacional prevista pela lei
de Newton.

O método é projetado para resolver o problema da determinacao de 6rbita
inicial utilizando o nimero minimo de informacdes: trés observacbes astrométri-

cas, cada uma consistindo em um par de coordenadas angulares (ascensio reta,
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a, e declinacio, d), realizadas em trés instantes de tempo distintos. O objetivo é
determinar o vetor de estado completo, (7, 17), no instante da observacao central,
1. A elegancia do método esta em sua capacidade de transformar um problema
geometricamente subdeterminado em um sistema de equacdes soltvel, culmi-
nando em uma Unica equacao polinomial para a distancia heliocéntrica do objeto.
Este capitulo detalhara a deducdo matematica completa do método, desde seus

fundamentos geométricos até a analise de suas solucdes e limitagdes praticas.

7.1 Geometria e Cinematica da Observacao

A formulacdo do Método de Laplace é construida sobre a relacao vetorial que
conecta o observador, o objeto observado e o corpo central do sistema, dentro de
um referencial inercial heliocéntrico. O referencial heliocéntrico equatorial médio
(J2000.0) constitui o sistema de coordenadas padrao para este tipo de problema,
no qual as posicées sdo medidas a partir do centro do Sol, e os eixos apontam em

direcoes fixas com respeito ao espaco inercial.

Sejam os seguintes vetores de posicdo definidos em um instante de tempo

t (ilustrados na Figura 7.1):

. }_?)(t): O vetor de posicao heliocéntrico do observatério. Este vetor é co-
nhecido com precisio a partir de efemérides planetarias (para a Terra) e
modelos de rotacao terrestre, permitindo transformacdes entre diferentes
sistemas de coordenadas. O médulo deste vetor é R = ||1_3)||, tipicamente

préximo a 1 unidade astronémica (UA) para observatoérios terrestres.
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e 7(t): O vetor de posicio heliocéntrico do objeto (por exemplo, um asteroide),
que se deseja determinar. O médulo é r = ||, cuja determinacio é o

objetivo primario do método.

° p(t): O vetor de posicao topocéntrico do objeto, medido a partir do obser-
vatério na direcdo da linha de visada. O médulo é p = | p|, representando a

distancia entre o observador e o objeto.

Estes trés vetores formam um tridngulo fechado no espaco, descrito pela

relacdo geométrica fundamental:

A(t) = R(t) + p(t) (7.1)

Esta equacdo traduz uma simples composicdo vetorial: a posicao heli-
océntrica do objeto é obtida adicionando-se a posicdo topocéntrica a posicdo
heliocéntrica do observador. A Eq. (7.1) € uma restricdo cinematica que deve ser
satisfeita em todos os instantes de observacao.

O maior desafio no problema esta no fato de que o vetor p ndo é medido
em sua totalidade. As observacdes astrométricas, realizadas por telescépios, forne-
cem exclusivamente a direcdo angular do objeto no céu, nio sua distancia. Esta
direcao é representada pelo versor unitario ,5, cujas componentes no referencial
equatorial sdo fungdes diretas das coordenadas angulares observadas, a ascensao

reta () e a declinacao (0):

p0) = p(D)p(t) (7.2)



110 Capitulo 7. Método de Laplace

A transformacao das coordenadas angulares observadas para o versor

unitario é dada explicitamente por:

cos &(1) cos a(t)
p) =\ cos 5(t) sin a(t) (7.3)
sin 8(t)

Esta transformacao assume o referencial equatorial médio, no qual o plano
fundamental é o equador celeste, e a origem angular ¢ = 0 aponta na direcdo do
ponto vernal (equinécio vernal de 2000.0 para J2000.0). A magnitude p = | p||, que
corresponde a distancia topocéntrica entre o observador e o objeto, permanece

como uma das principais incégnitas a ser determinada.

Da Eg. (7.1), podemos expressar a posicao heliocéntrica do objeto em

termos das quantidades conhecidas e das incégnitas escalares:

F(t) = R(t) + p()p(t) (7.4)

O objetivo do Método de Laplace é determinar o vetor de estado de
seis dimensodes, (?, 17), no instante da observagao central, f,. Consequentemente,

necessitamos obter tanto a posicdo ¥ quanto a velocidade V.

Avelocidade heliocéntrica é obtida pela diferenciacdo temporal da Eq. (7.4),

aplicando a regra do produto:
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& dR dp
t) = + — 7.5
V) = dt dt  dt 7.3)
Diferenciando o termo p = pp, aplicamos a regra do produto:
dp dp . dp
= + 7.6
priair i ph+ pp (7.6)
Assim, a velocidade heliocéntrica escreve-se como:
V(1) = R(t) + p(O)p(E) + p()p(t) (7.7)

Nestas equacdes, avaliadas no instante central f,, o estado do observa-

torio (R, R) é conhecido com alta precisdo a partir de efemérides precisas. As

quantidades angulares (@, 8) e suas primeiras derivadas temporais (¢, §) sdo, em

principio, acessiveis a partir das trés observacdes através de ajustes polinomiais.

Isto permite computar p e ﬁ

Consequentemente, a determinacao completa do vetor de estado (7, 1_5)

se resume a encontrar os valores de duas incégnitas escalares no instante t,:

1. Adistancia topocéntrica p(t;)

2. Avelocidade radial topocéntrica p(tz)

A aceleracio radial ﬁ(tz) é, em principio, uma terceira quantidade des-

conhecida que surge quando diferenciamos novamente; contudo, a metodologia
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de Laplace permite relaciona-la as primeiras duas através de restricdes dinamicas,

como sera demonstrado a seguir.

Asteroide

Figura 7.1: Configuracdo geométrica do Método de Laplace. O vetor de posicdo heliocén_;
trico do asteroide ¥ é a soma vetorial do vetor de posicio heliocéntrico do observatério R
e do vetor de posicdo topocéntrico do asteroide p. Os trés vetores formam um triangulo
fechado no espaco tridimensional.

7.2 Equacao de Laplace

O Método de Laplace fundamenta-se num confronto direto entre a cinematica do
movimento observado e a dindmica do movimento governado pela gravidade. O
ponto de conexao é a segunda derivada temporal do vetor de posicdo heliocén-
trico do objeto, 7, que é uma quantidade que pode ser expressa tanto em termos

observacionais quanto em termos dinamicos.
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7.2.1 Expressao Cinematica e Dinamica da Aceleracao

A expressdo para a aceleracio heliocéntrica é obtida diferenciando-se a Eq. (7.7)
mais uma vez em relacdo ao tempo. Aplicando a regra do produto aos termos

individuais, temos
F= R+ dit(pﬁ) + d%(pﬁ) (7.8)
Derivando os temos
d,. . WA e A
PP = PP+ pp (7.9)
% (oh) = pi-+ b (7.10)

Combinando (7.8) com (7.9) e (7.10)

F= R+ pp+pp+pp+pp (7.11)

e agrupando com fatores p, temos

F=R+ pp+2pp+ pp (7.12)

Esta equacdo expressa a aceleracao heliocéntrica do objeto exclusiva-
mente em termos de quantidades conhecidas (as derivadas do estado do observa-
torio, ﬁ), quantidades observaveis (as derivadas da linha de visada, p, /3 /3) e trés
incognitas escalares: a distancia topocéntrica p, a velocidade radial p e a aceleracao

radial p.
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Por outro lado, a dindmica do sistema, sob a aproximacao do Problema
de Dois Corpos, no qual o sistema é dominado pela massa do Sol, Mg, dita que a
aceleracao heliocéntrica do objeto deve obedecer a Lei da Gravitacdo Universal
de Newton. Utilizando o pardmetro gravitacional padrdo pf = GMg, onde Gé a

constante de gravitacdo universal, a aceleracdo dindmica é dada por:

F= -7 (7.13)

Nesta equacio, r = ||[F]| é a magnitude do vetor posicio heliocéntrico. A
aceleracio depende apenas da posicio 7 e de sua magnitude, refletindo o carater

conservativo e central da forca gravitacional solar.

Igualando as expressées cinematica (7.12) e dinadmica (7.13) para a acele-
racao ?
S aa LA X K-
R+ pp+2pp+ pp = -7 (7.14)
r

e substituindo 7 = ﬁ + pﬁ da (7.4) no lado direito, chegamos na expressdo

R+ pp+2pp+ pp= —%(§+pﬁ) (7.15)
r

Expandindo o lado direito

13+pﬁ+2p,§+p,§=—rﬂ3R——p (7.16)
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e reagrupando os termos para isolar as incognitas escalares no lado esquerdo,

temos

sl

“R——2p (7.17)

r

pp+2pp+pp=—R-

~

Esta é a equacio vetorial de Laplace, uma Unica equacdo no espaco tri-
dimensional que contém as trés incégnitas escalares p, p e p, relembrando que
a distancia heliocéntrica r é ela mesma uma funcao de p por meio da Eq. (7.4). A
beleza da solucdo de Laplace esta na maneira como esta equacdo € manipulada

para isolar sistematicamente cada uma das incégnitas.

O passo seguinte é tomar o produto triplo escalar (também denominado
produto escalar triplo ou produto misto) da Eq. (7.17) com dois vetores que formem
uma base ortogonal ao vetor p. Esta operacéo projeta a equacio vetorial em uma
direcao ortogonal ao plano definido por /3 e ,5 eliminando efetivamente os termos

que contém as incégnitas p e p, deixando apenas termos que envolvem p.

A escolha mais natural é aplicar a operacéo [-(p x ﬁ)] a ambos os lados da
Eq. (7.17). Recordemos que o produto vetorial px ﬁ produz um vetor perpendicular
ao plano contido por ﬁ e /3 O produto escalar triplo d - (b x E) pode ser reescrito

como o determinante:

- (bx?) = det(d, b, 0 (7.18)

Para o lado esquerdo (cinematico) da Eq. (7.17)
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(Bp +2pp+ pp) - (px ) (7.19)
= plp-(px Pl +2plp- (px P+ plp- (px p)] (7.20)

Os dois primeiros termos sao identicamente nulos, pois o produto escalar

triplo de vetores em que dois deles sio linearmente dependentes é zero:

p-(pxp)=0 (pois péortogonala pp x p) (7.21)
/5- (p x /3) =0 (poisﬁé ortogonal a p x /5) (7.22)

Resta apenas o terceiro termo. Utilizando a propriedade ciclica do deter-

minante:

p-(pxp)=—p-(pxp)=—det(p, p, p) (7.23)
Definindo D = det(p, /5, /3) como o determinante observacional, obte-

mos:
Lado Esquerdo = —pD (7.24)

Este é um escalar que depende apenas das derivadas da linha de visada,

todas calculaveis a partir das observacoes.
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Para o lado direito (dindmico) da Eq. (7.17):

(—ﬁ _ER_ ’:—pﬁ) (pxp) (7.25)
pp
7'3 [

3

=—-(ﬁX/‘>)—rﬁ3[ﬁ-(ﬁXﬁ)] 5GPl (7.26)

O ultimo termo desaparece novamente. Para os dois primeiros termos,
note que a aceleracdo do observatério também é governada pela gravidade do Sol,

por consisténcia com o modelo dindmico do objeto. Assim:

}% =——R (7.27)

onde negligenciamos perturbacdes planetarias sobre a Terra. Substituindo:

Lado Direito = — (—ﬂﬁ) (pxp)— ﬂ[}?- (pxP)] (7.28)
R3 r3

- %[ﬁ-(ﬁxﬁ)]—%[ﬁ-(ﬁxﬁ)] (7.29)
1 1 = N A
= (5~ ) K- (3P (7.30)

Definindo Dg = det(R, p,p) = R (p x p) como o determinante solar,

obtemos:



118 Capitulo 7. Método de Laplace

s 1 1
Lado Direito = #(ﬁ - r_3> Dg (7.31)

7.2.2 Equacao Dinamica Escalar de Laplace

Igualando os dois lados (7.24) e (7.31)

1 1

Reorganizando para isolar o termo com r:

1 1
,ur—SDR = 'UEDR + pD (7.33)

Dividindo por uDg (assumindo Dy # 0, condicdo que sera discutida):

3 % + A,0 (7.34)
r R’ uDg
Esta é a equacao dinamica escalar de Laplace, uma relacio algébrica que
conecta as duas distancias desconhecidas, r e p, através de quantidades que sao
todas calculaveis a partir das observacées no instante central ¢, e das posi¢oes e
velocidades do observatério em efemérides planetarias.
A Eq. (7.34) reduz o sistema de trés incégnitas escalares (p, p, p) para uma

relacdo simples entre duas delas. Contudo, isto ndo € ainda suficiente; necessitamos

de uma segunda equacao que relacione r e p de forma independente.
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7.3 Segunda Equacao: Geometria e a Lei dos Cossenos

A segunda equacao que relaciona as distancias heliocéntrica e topocéntrica pro-
vém diretamente da geometria do triangulo Sol-Observatério-Objeto, ilustrado na

Figura 7.1. Os trés vértices deste tridngulo possuem distancias bem definidas:

e Sol-Observatério: R (distancia heliocéntrica do observatorio)
¢ Observatério-Objeto: p (distancia topocéntrica)

e Sol-Objeto: r (distancia heliocéntrica do objeto)

A aplicacdo da lei dos cossenos a este triangulo fornece
2 _ R2 2 _
r° = R° + p® — 2Rpcos(4R, p) (7.35)

onde ZR, p é o angulo entre os vetores R e p. Exprimindo este angulo em termos

do produto escalar

Rp R(pp) Rp 1, . o .
ZR,p) = = = =—=(RR)-p=R- 7.36
cos(4R, p) Rp Rp R R( ) p p (736
Definindo cose = —R - p, onde € é o dngulo de elongacao, obtemos
P =R:+ p2 — 2Rp(cos€) (7.37)

ou equivalentemente

rP=R:+ p2 + 2Rpcose (7.38)
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A Eq. (7.38) é puramente geométrica e ndo contém qualquer consideracdo

dindmica. Ela relaciona r e p de forma quadratica.

7.4 Obtencao do Polindomio de Oitavo Grau

O sistema de duas equacdes nio-lineares é composto pela equacio dinamica (7.34)
e pela equacdo geométrica (7.38). A estratégia padrdo é eliminar uma das variaveis
para obter

Da (7.34), isolamos p

D_P = 11 (7.39)
pubDr~ r3 R
e multiplicamos ambos os lados por H—ID)R
HDg (1 1 )
=5 \3 " 3 7.40
P= D \3 B (7.40)

Esta expressao mostra que p € uma funcao de r, controlada pelo parametro

u—gR. Substituindo a Eq. (7.40) em (7.38)

D 2 D
rZ:R2+[’u—R<i—i>] +2R 'U—R<

1 1
D \3 B =~ F)] cose€ (7.41)

Expandindo o quadrado do segundo termo

r> =R? +

r?: R3

212

D 2 D

H R(l 1) .UR<1 1) (7.42)
r3 RS

+ 2Rcose——
D2 D
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e multiplicando toda a equacéo por ro para eliminar denominadores, temos

3\2 D 3
R2r6+yD R(l—F> r6+2Rcose“TR (1—%)r6 (7.43)

3 6
Agora, usamos a expansao (1 — —) =1- 2;3 + Ré, encontramos

212
D 9 12 D 9
8 = R%O + 'U—R ro — 2r— + — r + 2R cos eu ré — r (7.44)
D? R3 RO D R3
que pode ser rearranjada em poténcias decrescentes de r

'uz D2
8 — R%O — D_er6 + termos de ordem inferior = 0 (7.45)
e que, apds um caminho algébrico extenso, chega-se ao polindbmio de grau 8 na

forma padrao

24Rpo Dy 5 H'Di

8 2
r8 — (R% + 2Rp, cos € + p2)r® + 2

=0 (7.46)

Mais precisamente, apds manipulacio algébrica completa, o polindbmio

toma a forma dada pela expressao

A+ B +Crr+G=0 (7.47)
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onde os coeficientes A, B, C, G sdo funcbes complexas das quantidades conhecidas

no instante &y, a saber, as expressoes

A=1 (7.48)
B = —(R?+ 2uDg/D - cos€ + [uDg/(DR*)]?) (7.49)
C = 2uDg(1/D + termos de ordem superior) (7.50)
G = —[uDg/DJ? (7.51)

A solucido desta equacido polinomial de oitavo grau fornece a distancia

heliocéntrica r no instante central f,.

7.5 Quantidades Observaveis a partir de Trés Observacoes

Discretas

O célculo dos determinantes observacional D e solar Dy requer o conhecimento
do vetor de linha de visada p e de suas duas primeiras derivadas temporais, /3 e /5
no instante central f5. Estas quantidades derivadas sao estimadas a partir das trés
observacoes discretas realizadas nos instantes #7, ¢, t3, com medidas angulares
(g,6;) parai =1,2,3.

7.5.1 Ajuste Polinomial de Coordenadas Angulares

O procedimento padrio envolve o ajuste de um polindmio de segundo grau (equiva-
lente a uma expansao de Taylor truncada) aos dados de ascensao reta e declinacido

separadamente. As coordenadas angulares sdo aproximadas como:
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aoz@+@a—@+%@a—QV (7.52)

&nz@+@a—@+%@a—@2 (7.53)

Estas sao funcdes quadraticas de t, possuindo seis pardmetros desconhe-
cidos: ay, &y, {y, Oy, 52, 52 Contudo, o valor de &, é fornecido diretamente pela
observagao no instante central, ay = a(ty); analogamente para J,. Isto reduz o
ndmero de incognitas a quatro: &, &y, 52, 52

A passagem de um sistema linear para os trés pontos (0{1, Qy, 3) permite
resolver para @ e (. Especificamente, definat; =t —t, <0O0er3 =3 —1, >0
como os intervalos de tempo relativos ao instante central. Das Equacdes (7.52)

avaliadas nos trés instantes:

. 1,
a1 = oy + [25X5] + E(Zzl'lz (754)
oy = O (755)
. 1,
a3 = (y + (29X + Eaz’l'gz (756)

Das duas primeiras equacoes:

. 1.
o —p =1y + 50(2112 (7.57)

Das duas ultimas equacoes:
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1
a3 — 0y = d2T3 + 5&21’:}? (758)

Este é um sistema linear de duas equacdes em dois incégnitas. Resolvendo

matricialmente:

71 i dz a1 — 0y
BINE (7.59)
73 ?3 a o3 —

A inversa da matriz de coeficientes é:

. [2 2 ) g _z
> > 2 2| = —( ) 2 2 (7.60)
73 7| = T113(13 —71) | —
1 5 ng 73 1 3343 73 T

Aplicando a inversa:

i = 3(0 — ) — 1y (03 — ) (7.61)
? 773(13 — 71) .
. 2[(g — @)tz — (a3 — ap)rf]
dy = — (7.62)
1173(13 — 71)

De maneira idéntica, 52 e 52 sao obtidos a partir das coordenadas de

declinaco.
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Com os coeficientes das Equacdes (7.52) e (7.53) determinados, calculam-
se Py e suas derivadas por diferenciacdo analitica da Eq. (7.3). A primeira derivada

é obtida diferenciando cada componente:

%cos(S(t)) cos(a(t)) = —sin(8)S cos(a) — cos(8) sin()cx (7.63)
dit cos(8(t)) sin(a(t)) = —sin(8)8 sin(a) + cos(8) cos(a)a (7.64)

d . _ ;
o sin(6(t)) = cos(6)d (7.65)

A segunda derivada segue por diferenciacdo repetida, resultando em ex-
pressdes mais complexas que envolvem ¢, 5 0'(2, 52, d& etc.

Este passo de calculo é especialmente sensivel a erros observacionais.
Quando o intervalo de tempo entre as observacbes é muito curto, as posicoes
angulares do objeto no céu sdo quase colineares, tornando os versores /31, /32,
p3 aproximadamente paralelos. Em tal situacdo, as segundas derivadas (&, 5)
estimadas pelo ajuste polinomial sdo pequenas diferencas de quantidades muito
préximas, resultando em amplificacdo de ruido. Isto constitui a principal limitacdo
pratica do Método de Laplace para arcos observacionais muito curtos.

Uma vez que p,, ﬁz, /52 sao conhecidos numericamente, o determinante

observacional é calculado como:

D = det(py, py, p) (7.66)

Mais explicitamente, em componentes cartesianas:
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pAZ,x ﬁZ,x /32,x
D=\by oy oy (7.67)
1[32,2 :52,2 /32,2

O determinante solar é calculado de maneira similar:

Rz,x ,52,x :52,x
Dp = det(Ry, p2, pp) = Ryy ﬁz,y ﬁz,y (7.68)
RZ,Z /32,2 pAz,z

Ambos os determinantes sdo escalares numéricos, Unicos para cada pro-

blema especifico.

7.6 Recuperacao do Vetor de Estado

A resolucido numérica da Eq. (7.47), que é uma equacio polinomial de oitavo
grau, pode produzir até oito raizes no corpo complexo C. Apenas as raizes reais
e positivas sdo fisicamente significativas, correspondendo a possiveis distancias
heliocéntricas reais do objeto. Para cada raiz valida r;, com jindexando as multiplas

solucodes:
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1. Calculo da Distancia Topocéntrica: A distancia topocéntrica Pj é calculada

diretamente da equacao dindmica escalar Eq. (7.40):

_kDr{1 1
PI="p (7.3 B ) 767
J

Apenas valores p; > 0 sdo fisicamente aceitaveis.

2. Construcio do Vetor Posicdo Heliocéntrico: A partir da Eq. (7.4):
7, =R+ p;p (7.70)

Verifica-se que ||?}|| = rj como consisténcia.

3. Determinacao da Velocidade Radial: A velocidade radial topocéntrica pj é
a Ultima incdégnita escalar a ser encontrada. Retorna-se a equacio vetorial
de Laplace (7.17) e projeta-se em uma direcio diferente, tipicamente na
direcdo do movimento aparente no céu, /3 Tomando o produto escalar com

A

P
ey A A LA & XA = - S « ;
Pp-p)+2p(p-p)+ p(p- p) = [—R - 5R+pp)|p 77)

Esta é uma equacdo linear em p (desde que a segunda derivada p possa ser

eliminada através de projecdes adicionais). Resolvendo:

. _ RHS (7.72)

p] - 2
2lpl?




128 Capitulo 7. Método de Laplace

4. Construcio do Vetor Velocidade Heliocéntrico: A partir da Eq. (7.7):

V= R+ pip+ pip (7.73)

5. Verificacao de Consisténcia Orbital: O par (7]-, \7]) constitui uma 6érbita pre-
liminar candidata. Diversos testes de consisténcia podem ser aplicados:
célculo da energia orbital & = vj2/2 — p/r;, cdlculo do momento angular

orbital fj = ?J x 17] analise do tipo orbital (ligado vs. hiperbdlico), etc.

7.7 Multiplicidade de Solucoes: Teoria de Charlier

Uma caracteristica intrinseca do Método de Laplace é a potencial existéncia de
multiplas solucdes fisicamente viaveis. Esta multiplicidade ndo é um artefato numé-
rico, mas uma propriedade do problema matematico. Charlier, em 1910, forneceu
uma andlise qualitativa sistematizada da ocorréncia e nimero de solucdes para o

polinémio de oitavo grau de Laplace.

7.7.1 Analise de Charlier: Teoria dos Sinais e Nimero de Raizes Positivas

O polinébmio de oitavo grau em (7.47), apds reorganizacdo adequada, pode ser

€eXpresso como:

D Dgp\?
r8 — (R* + 2Rpcose + p*) r¢ + ZprERﬁ + (,uﬁ) =0 (7.74)
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Uma andlise mais precisa, seguindo a nomenclatura de Charlier, reescreve
este polindmio em termos de um parametro adimensional C, o qual codifica a

relacdo entre as duas distancias. Define-se:

1D
= — (7.75)
DR3
Como parametro intermediario. O polindmio toma entdo a forma reduzida:
q ¢
PrH)=r*—(1+2=cose+—=+..=0 (7.76)
() =1~ (1 + 27 cose + 75)

onde g = q(C, r) é a relacio entre a distancia topocéntrica e a heliocén-
trica, em unidades de R. A analise do nimero de raizes reais e positivas envolve a
regra de Descartes sobre sinais de coeficientes.

Charlier demonstrou que o numero de solucées depende fundamental-
mente da posicido do objeto no espaco, quantificada pelo pardmetro C. Especifi-
camente, o plano (p, r), com o Sol em (0, 0) e o observador em (R, 0), é dividido
em regides por uma curva limite, a qual é definida pelo critério de mudanca de

numero de raizes:

w

T

3 (7.77)

Curva Limite de Charlier: 4 — 3% cos¢p =
-

onde ¢ é o angulo heliocéntrico (coordenada angular polar com origem no

Sol).
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De acordo com a andlise de Charlier:

e Em certas regides (denominadas regides de n = 1), existe exatamente uma

solucao real positiva.

e Em outras regides (regides de n = 2), existem exatamente duas solucdes

reais positivas.

e Em regides especiais perto da érbita terrestre, podem ocorrer até trés solu-

coes.

AFigura 7.2 ilustra as curvas de nivel de C(p, r) no plano (p, ), mostrando
as fronteiras entre regides de diferente nimero de solucoées.

Quando multiplas solucdes sdo encontradas, torna-se necessario aplicar
critérios fisicos ou observacionais para selecionar a solucdo mais plausivel. Os

critérios comumente empregados incluem:

1. Continuidade Temporal: Se uma 6rbita preliminar foi previamente determi-
nada, a nova solucao deve estar proxima em espaco de fase, a menos que o

objeto tenha sido perdido e redescoberto.

2. Critérios de Movimento Préprio: Velocidades angulares no céu muito ele-
vadas (¢, § muito grandes em valor absoluto) indicam objetos préximos,

sugerindo certos intervalos de p.

3. Analise de Curvatura Orbital: Asteroides em 6rbitas muito excéntricas ou

hiperbdlicas apresentam assinaturas espectrais e dindmicas distintas.
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1.5
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Figura 7.2: Curvas de nivel de C(r, p) em coordenadas retangulares. A curva limite de
Charlier e o circulo de raio heliocéntrico da Terra divisivel o plano de referéncia em quatro

regides distintas, duas possuindo uma solucéo Unica e duas possuindo duas solucées. Os
eixos estdo em unidades astronémicas (UA). A regido proxima a orbita terrestre é aquela
de particular interesse para asteroides proximos a Terra.
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4. Consisténcia Fotométrica: O brilho aparente do objeto relaciona-se com
sua magnitude absoluta e sua distadncia; comparacées com catalogos podem

descartar solucdes fisicamente inviaveis.

7.8 Limitacoes do Método

Embora o Método de Laplace seja matematicamente elegante e historicamente
importante, ele possui limitacdes que impedem seu uso como o método padréo

em algumas aplicacdes de determinacao de érbita.

7.8.1 Sensibilidade

A principal desvantagem do Método de Laplace é sua alta sensibilidade a proble-
mas observacionais, especialmente quando o arco de tempo coberto pelas trés
observagdes € curto. Em tais cendrios (At = t3 —t; < periodo orbital), as posi¢oes
angulares do objeto no céu sdo quase colineares, e a determinacao das segundas
derivadas (&, 5) a partir do ajuste polinomial torna-se numericamente instavel.
Consideremos um exemplo numérico: suponha que trés observacoes de
um asteroide sejam feitas com precisdo angular de 0.01 arcsegundos (aproxima-
damente os limites de telescopios 6pticos modernos). Se o intervalo entre obser-
vacOes € At = 1 hora, entdo as mudancas em posicdo angular entre observacbes
sequenciais sdo de aproximadamente 0.1 arcsegundos. A mudanca na primeira
derivada (mudanca de velocidade angular) é de aproximadamente 0.01 arcsegun-
dos por hora ao quadrado, e a segunda derivada (aceleracdo angular) é da ordem

de 0.001 arcsegundos por hora ao quadrado. Nesta escala, erros de medicao de
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apenas 0.001 arcsegundos (ainda bem dentro da precisdo observacional tipica)

podem produzir incertezas relativas de 10-100% nas segundas derivadas.

7.8.2 Instabilidade Numérica

O problema aquiesta no ajuste polinomial das coordenadas angulares Egs. (7.52)
e (7.53). Para resolver o sistema linear que extrai os coeficientes de derivadas, é
necessario calcular a inversa de uma matriz cujos elementos envolvem diferencas

de poténcias de 77 e 73:

2
T T1/2
det| t/ = l1'113(1'3 —7) = l1'11'3At (7.78)
2
3 14/2| 2 2
Para observacdes igualmente espacadas, 7; = —At/2 e 13 = At/2, de
modo que:
At)?
det = 1 (—g) (A—t) (At) = —( ) (7.79)
2 2 2 8

O numero de condicao desta matriz cresce como (At)_S, significando
que para intervalos de tempo pequenos, a matriz torna-se mal-condicionada, e
pequenas perturbacdes na entrada provenientes dos problemas observacionais

produzem grandes perturbagdes na solucao.
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Capitulo 8

Método de Gauss

método de Gauss é um procedimento para determinar a érbita heliocéntrica

de um corpo celeste a partir de um minimo de trés observacdes astrométricas.
Cada observacao, no instante £;, consiste em um par de coordenadas angulares

(ascensio reta a; e declinagéo &), que definem a direcio do objeto no céu.

A geometria do problema é descrita pela relacio vetorial entre o obser-
vador, o objeto e o Sol. No instante #;, o vetor posicao heliocéntrico do objeto, F}
€ a soma do vetor posicdo heliocéntrico do observador, c_j,v, com o vetor posicao

topocéntrico do objeto, p;:
r=q+ P (8.1)

O vetor ﬁl pode ser expresso como o produto de sua magnitude, a distancia topo-

céntrica p;, e seu versor, ﬁi, que corresponde a direcio observada. A Equacéo (8.1)
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estabelece o vinculo geométrico fundamental do método, ilustrado na Figura 8.1

para os trés instantes de observacao.

TERRA
\ ﬁ
\ ASTEROIDE

Figura 8.1: Configuracdo geométrica do método de Gauss. A relacio vetorial ?: = Ej, + ﬁl é
mostrada para cada instante de observagao t,.

8.1 Coplanaridade Orbital

No contexto do problema de dois corpos, a dindmica do sistema é governada pelas
forcas gravitacionais entre o Sol e o objeto observado. Uma consequéncia desta
dindmica estd na conservacdo do momento angular orbital, f = 7 x V. Aquela
quantidade permanece constante ao longo do movimento, o que implica que os
vetores posicao 7(t) descrevem trajetdrias que se situam exclusivamente dentro
de um plano fixo no espaco inercial, denominado plano orbital.

O intervalo temporal que separa as trés observagbes, At = t3 — 11, é
tipicamente muito reduzido comparativamente ao periodo orbital do objeto, Py,

Esta condigdo, expressa por At < P,y assegura que a mudanca na orientagéo
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orbital durante o intervalo de observacao é negligencidvel. Consequentemente,
os trés vetores posicio 7y, I, e I3 estdo no mesmo plano tridimensional, em boa
aproximacdo. Esta propriedade de coplanaridade constitui premissa essencial para
o desenvolvimento do método.

Matematicamente, a coplanaridade de trés vetores em R3 implica que
eles satisfazem uma relacdo de dependéncia linear. Especificamente, existe uma
combinacio linear de dois deles que reproduz exatamente o terceiro. Do teo-
rema de algebra linear sobre subespacos bidimensionais do espaco euclidiano

tridimensional, pode-se afirmar que
72 = cl?l + C3?3, (8.2)

onde ¢; e ¢3 sdo coeficientes escalares reais determinados pelas orientagbes relati-
. -

vas dos vetores. Note que aqui escolhemos r; como o vetor expressa em termos
dos outros dois; esta escolha é arbitraria em principio, porém sera justificada poste-
riormente pela adogao de ¢, como origem temporal do movimento. A Eq. (8.2) ndo
vincula ainda nenhum dos p;; ela representa apenas uma propriedade puramente
geométrica.

Procedendo com manipulacdes algébricas sobre a Eq. (8.2), aplicamos o

produto vetorial cruzado nos dois lados. Considerando 71, obtemos:
ry xry = c1(F xrp) + c3(r; x13) = ¢3(r] x13). (8.3)
Analogamente, multiplicando por 7;

3 X Ty = c1(F3 X 71) + ¢3(F3 x 13) = ¢1(F3 x 7). (8.4)
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Estas relacbes podem ser resumidas como

?1 X ?2 = C3(?1 X ?3)
(8.5)
r3 xTy = ¢1(f3 x1p) = —¢1(Fy x713)

Assumindo que 7; x 73 % 0, é legitimo dividir por |[F; x 73]|*. Tomando o produto

~ . —> ind
escalar das relagdes anteriores com (7] x r3), obteremos

_ (Fy x7p) - (7 x 75)

C3 - — - (8'6)
Iy > r3||2
3 XTp) - (Fy X -
CEOHCELS 67
Iy > 75|

Estas expressdes fornecem relagdes explicitas para c; e c3 em termos das
posicoes heliocéntricas, porém tais posicoes ndo sdo ainda conhecidas. Necessita-

se, portanto, conectar estes coeficientes com quantidades mensuraveis.

8.2 Coeficientes de Lagrange e Propagacao Orbital

A teoria classica do problema de dois corpos estabelece um conjunto de funcdes
denominadas coeficientes de Lagrange, fi(t) e gi(t), que possibilitam expressar o

estado orbital em qualquer instante a partir do estado em um instante de referéncia.
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Especificamente, se designamos por (t,, 75, ¥») 0 estado de referéncia (posicio e

velocidade no tempo 1), entdo os estados nos tempos t; e t3 escrevem-se como

n = fitz + g1V 85)

- - -
r3 = fary + g3V

Os coeficientes ﬁ e g; dependem dos intervalos temporais e dos pa-
rametros orbitais, sendo funcdes bem estabelecidas na mecanica celeste. Suas
expressoes exatas envolvem funcdes transcendentes (seno, cosseno e fungdes
elipticas), o que torna impraticavel o seu uso em forma fechada para este tipo de
problema. Contudo, para intervalos At pequenos comparados ao periodo orbital,

expansoes em série de Taylor mostram-se suficientemente precisas.

Para fundamentar as expressoes dos coeficientes, vamos relembrar que
na aproximacao de dois corpos sob forca gravitacional, a aceleracdo do objeto é

dada por
F=—_F (8.9)

sendo 1 = GMg, o pardmetro gravitacional do Sol, que é a constante de gravitacao
universal multiplicada pela massa solar. Os coeficientes de Lagrange satisfazem as
mesmas equacdes diferenciais que 7, com condicdes iniciais fi(t;) = 1, gi(t;) = 0,

filt) =0, gi(ty) = 1.

Vamos definir r; = #; — fy e 13 = 3 — Iy, de modo que para 7; < 0 temos

a observacado anterior e 73 > 0 temos a observagao posterior. Vamos introduzir
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também a notacdo 7 = 73 — 7y = I3 — #; > 0 para o intervalo temporal total,

podemos expandir f; e g; em série de Taylor em torno de t,

F@) =1+ f/(0)5 + % F7(0)e? + % 70+ 0 (8.10)

1 1
g =15+g 0y + Eg”(O)fiz + gg’”(O)fi3 +0(zh  (8.11)

Das condicbes iniciais e das equacdes de movimento, determinam-se as

derivadas
f©=0, f"0)=-% 812)
r
gO=1 g=0 g"0)=-% 8.13)
r

e consequentemente

fi=1- %Tiz + O(Ti4) (8.14)
2r;
_ H 3 5
g§i=1—-—75 +0x) (8.15)
ory

Mantendo termos até segunda ordem em T, reescrevemos como

fi=1- 57+ o6 (8.16)
2r;
G =1 (1 - %le) +0(z?) (8.17)
6r;
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Substituindo as expressoes (8.8) nas relacdes (8.7) e (8.6) e efetuando o

produto vetorial 7| X 73, obtemos

7L x 7y = (firy + g1va) x (f372 + g3v2)
= fifs(y x %) + figs(Fy x V) + g1 f3(Vy x Fo) + g183(Vy X V)
= f183(Fy x ) — g1 f3(7y x 1)
= (figs — g1f3)(72 X V) (8.18)

Veja que a quantidade (f;g3 — g1 f3) denota o determinante Wronskiano dos
coeficientes de Lagrange. Este determinante possui uma expressido conhecida em

mecanica celeste

sin(n(3 — 1)) _ 7

n

figs—&ifs = sinc(nt /2) (8.19)

onde 11 é a anomalia média média. Para intervalos pequenos, a expansao de Taylor

fornece a expressao

figs—&ifs = (1 - %le) 73 (1 - %rf) -7 (1 - %le) (1 - %132)
2r; 6r; 6r; 2r;

que pode ser expandida, retendo termos até segunda ordem, gerando a expressao

p p p
fig—gs1fs=1- —3735 -t —31'13 - —3(71273 —311) + O()
ory 6r; 2r;
H 3 _ 3 H 4
=(mp—n)+—( - 73) — —nn(n — )+ o(z") (8.20)
6ry 2ry
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Agora, note que T = 13 — 7y, portanto 7; = —(r — 73). Substituindo

p p
figs—a1fs =1+ =@ )] - = nmr+ 0 (8.21)
6ry 2r;

Note também que

-5 = (r —n)(t + s +12) = —1(f + 1413 + 75) (8.22)
Para intervalos simétricos em torno de f,, ou seja, quando 7; = —73, 0s termos

cancelam parcialmente. Mantendo precisdo de segunda ordem, obtemos

figs—gifs =7 6%@% + oz +75) + 0(r) 8.2
3

Para manter apenas termos de segunda ordem em 7, consideramos 2 =

(t3 — 11)% = 72 — 21175 + 72, Assim, temos
.
figs—&1fs= T(1 - —3T2) +0(z") (8.24)
6r;
Com esta expressao, determinam-se os coeficientes ¢; e c3. Utilizando identidades

de triplo produto escalar

83 —81

0q=—">— = —>—
h&—&h fig&—8&fs

(8.25)
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e substituindo as expansoes

73(1 373) -1
6r3 T
q=—2 =23 (1 - %rf) (1 - %rz) (8.26)
(1 — mrz) T 675 6r;
2

podemos aplicar o teorema binomial (1 —x)~! = 1+ xpara |x| < 1, e reescrever

€1 como
T
c = 3(1- %13 1+ iz’ + O(T4) (8.27)
T 6r; 6r2
A partir desta expressdo, podemos expandir o produto
3 Ho2_ H 2 /12 22 4
= 1+ —71° - —715 — —7 + O(r%)
T 6r2 6r; 367,

] (1 + 6—(r — 13 )) +0(r*) (8.28)

T r
e realizar o mesmo para para c3

T
gr~—(1+—= (r —2) ) +0(*) (8.29)
T 672
Agora estas expressdes contém agora apenas quantidades conhecidas (os intervalos

71, T3 € 7) € a incognita ry, que serad determinada através de equacdes algébricas

subsequentes.
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8.3 Equacoes de Distancia Topocéntrica

Combinando as equacdes (8.1) e (8.2), obtém-se
c1(p1p1 + G1) = p2p2 + G2 — c5(p3ps + G3) (8.30)
que pode ser reescrita como

c1p1p1 — pafp + C3p3ps + c1s — Go + 33 = 0 (8.31)

Perceba que esta é uma equacdo vetorial tridimensional. Tomando o pro-

duto escalar com (p, x p3), podemos chegar a

c1p1lpr - (P2 x p3)] = palpz - (P2 x p3)] + c3psl ps - (P2 x p3)]
+[e1G1 — o +e3q3] - (P x p3) =0 (8.32)

Os produtos escalares p; - (5 X p3) aparecem como cofatores. Vamos

definir as quantidades

Dy = p1- (P % p3) eDyj= g~ (p;* pr) (8.33)
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onde (j, k) percorrem as permutacées ciclicas de (1, 2, 3). Assim, definimos a

matriz

D11 D1z Dig3 G1-(Paxp3) G- (P3xp1) Gy (pyx p)

D=|Dy1 Dy Dp3|= G- (Paxp3) Go-(P3xp1) Go-(p1 % pa)

D5y D3y, Ds3 G- (Paxp3) Gz (P3xp1) G- (pyx p2)
(8.34)

Aplicando o mesmo procedimento com (3 x p;) e (P X ps), obtém-se

um sistema linear em pyq, P, P3

c1p1Do = p2- 0+ c3p3 -0 =—[e;Dyy — Dy g +c3D54] (8.35)
c1p1-0=p2-0+c3p3-0=—[c;Dyp — Dyp+c3D55] (8.36)
c1p1-0—p2-0+c3p3-0=—[c;Dy3— Dy3+c3D53] (8.37)

Apds um caminho de simplificacdo por meio de determinantes, obtemos

( 1 1 C3
p1 =7 (—Dz,l + =Dy~ —D3,1>
¢ !

1
1 P2 = D— (—C1D2,1 + Dl,Z - C3D3’2) (838)
0
1 4! 1
p3=— (——Dz,s +—Dy3 - D3,3)
\ DO C3 C3
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Estas expressées ainda contém c; e c3, que dependem de r,. Necessita-se
uma equacao adicional que relacione os p; com r, de forma mais direta. Substitu-

indo as expressées aproximadas de ¢; e ¢3 na equacgao para P

1( 1 H 3 H
Py = — (—— (1 + — (- T?,z)) D1+ Dy — ?1 (1 +— (- T12)) Ds,z)

DO T 6r2 6r2
(8.39)
e organizando-as, temos
1 73 71
P2 = — —_D2,1 + D1,2 — _D3,2 (840)
D, T T
H 3 3!
+ 3 [(T2 - T32)_D2,1 + (T2 - le)_D?,,z:l (841)
67'2 DO T T
Vamos definir outras quantidades
1 73 71
A=— —_D2 1 + D1 2~ —D3 2 e (842)
Dyl = 7 ’ T 7
1 73 2 NG
BI—[TZ—TZ =Dy, +(?-13)=D ] (8.43)
6D, ( 3)T 2,1 ( 1)1' 3,2
para reescrever a expressao para p, COmo
uB
Py =A+ — (8.44)
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Tomando o quadrado do médulo, sabendo que 7, = py o + go temos

r5 = (papo + G2) - (p2p2 + G2) = P3(P2 - o) + 2p2(P2 - Go) + G5 (8:45)
= pg +2pyE + q% (8.46)

onde E = c_])z - Py € a projecéo da posicio heliocéntrica do observador na direcdo

topocéntrica. Substituindo (8.44) na expressao, obtemos
B\’ B
rZ:(A+y—> +2(A+'u—>E+q§ (8.47)
3 3
2 2
que pode ser expandida, levando a

2n2

B 1B B
ré = A% + oAl B oaE+ 2B 4 ¢ (8.48)
7‘3 ?‘6 r3
2 2 2
2uB(A+E) p*B?
= A2+ 2AE+ ¢ + ”(3 )+”6 (8.49)
P p)

Multiplicando por r26 e rearranjando em forma polinomial
r8 — (A% + 2AE + ¢3)r§ — 2uB(A + E)ry — 1i*B* = 0 (8.50)

podemos chegar a este polindmio de grau oito em ry. Sua solucdo fornece a dis-
tancia heliocéntrica no instante intermediario 5. Subsequentemente, as distancias
topocéntricas p1, py, p3 sdo determinadas via Eq. (8.38), permitindo construir os

vetores posicdo heliocéntricos 7; pela Eq. (8.1).
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8.4 Equacao Dindmica do Método de Gauss

Complementando a determinagdo de 75, € necessario obter i, para reconstruir o
estado orbital completo. O método de Gauss, andlogo ao de Laplace, fundamenta-
se numa equacao dindmica que emerge da geometria orbital e das leis de Kepler.

Esta equacao relaciona quantidades mensuraveis com parametros orbitais.

A deducio completa desta equacio envolve: (i) diferenciacées das equa-
¢Oes geométricas, (i) aplicacdo de identidades vetoriais em coordenadas de obser-
vacao, (iii) e manipulacdes do momento angular orbital. Denotando por 7 o versor
normal ao plano orbital, orientado segundo o momento angular, a componente da
equacao dindmica perpendicular ao plano orbital escreve-se como

y—C= == (8.51)

ESI e
SN

Na equagao acima, y constitui uma fungao dos vetores posicao do obser-

vador e das direcées topocéntricas, dadas por

_ % (1341 — 12 + 11G3) - (P1 % p3)
(%)(ﬁl x p3) - ([z3 + 7ilqy + [7 — 711G3)

(8.52)

A quantidade C depende da parametrizacdo orbital especifica e das condi-
¢oes iniciais. Esta funcdo y codifica os efeitos cinematicos decorrentes da posicao
do observador nao centrada no Sol, bem como das intervalos temporais ndo uni-
formes. Sua determinacdo requer exclusivamente posicdes geocéntricas da Terra e

direcdes de observacao.
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p
Exemplo: Algoritmo de Solucao

A resolucdo pratica do método de Gauss procede iterativamente. Os

passos fundamentais compéem-se de:

1. Inicializagcdo: Obtenha as posicées heliocéntricas do observador Ejl-

para os trés instantes de observacao t1, Iy, t3.

2. Construcao das diregoes topocéntricas: Converta as coordenadas

equatoriais (;, §;) em versores unitarios

p; = (cos &; cos o, cos & sin o, sin &;)

3. Calculo de D e matriz D: Compute Dy = p - (po x p3) e todos os

elementos da matriz D.

. e e e . . e e s 0
4. Estimativa inicial: Forneca uma aproximacao inicial r§ ). Uma escolha

e

simplista é assumir =~ @, (a distancia heliocéntrica aproximada do

observador).

5. lteracdo: Parak = 0, 1, 2, ... até convergéncia:

& (k) (k)

(@) Calcule ¢y e c3 ~ usando a Eq. (8.7) com r; *. Se uma apro-
ximacao aproximada suficientemente boa é desejada, use as

expressoes polinomiais.

(b) Obtenha p(k)

1

por meio da Eq. (8.38).

(c) Compute A(k) e B(k) conforme definicoes anteriores.
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(d) Resolva o polindbmio de oitavo grau (8.50) para obter rgkﬂ).

k k k
g =Pl

6. Teste de convergéncia: Verifique se | < gondecé

a tolerancia desejada (tipicamente 1078 para aplicacdes de precisdo).
7. Construgao do vetor posigao: Uma vez convergido, calcule 7, = py Py +
qz-
8. Determinacio da velocidade: Utilize as relacdes de Lagrange (8.8) e as

geometrias em t; e t3 para determinar v, através de diferencas finitas

ou diferenciacdo analitica das expansdes em série.

Este algoritmo converge tipicamente em poucas iteracées (2 a 5)

quando a aproximacao inicial ndo esta severamente afastada da solucao.
| J

8.5 Comparacao entre os Métodos de Gauss e Laplace

Os métodos de determinacao orbital de Gauss e Laplace baseiam-se na coplanari-

dade do movimento, mas diferem na sua abordagem de aproximacao.

O método de Laplace aplica uma expansdo em série de Taylor de segunda
ordem ao vetor posicao topocéntrico, ﬁ(t). Consequentemente, o movimento do
observador, c_j(t), também precisa ser aproximado localmente por uma expansao

similar.
Ja o método de Gauss aplica a aproximacao de segunda ordem diretamente

ao vetor posicao heliocéntrico do objeto, 7(t). As posicoes do observador, c_]}, sdo

utilizadas com seus valores exatos, obtidos a partir de efemérides. Essa abordagem
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é vantajosa quando a ¢rbita do observador é conhecida com alta precisdo, como
no caso de observacodes a partir da Terra.

Apesar das diferentes abordagens, os métodos convergem sob certas
condicoes. Se a distincio entre as posicoes topocéntrica e geocéntrica for negli-
genciada e o instante da observacdo intermediaria for a média dos outros dois
(ty = (t; +13)/2), as equacdes de ambos os métodos se tornam equivalentes em
primeira ordem.

A escolha entre os métodos depende da geometria observacional e da
distribuicao temporal das medicdes. Para intervalos de tempo curtos em relacdo ao
periodo orbital, os resultados sio similares. Para intervalos maiores ou assimétricos,

as diferencas entre as abordagens podem se tornar significativas.
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Capitulo 9

Refinamento Orbital e Analise de

Confianca

E stabelecemos nos capitulos 7 e 8, os métodos para a determinacao de
uma Orbita preliminar. Esta orbita representa uma estimativa inicial, um ponto
de partida no processo de caracterizacdo do movimento de um corpo celeste
recém-descoberto. Tal estimativa é tipicamente baseada em um nlimero minimo
de observacoes - usualmente trés - e em um modelo dindmico simplificado, o
Problema de Dois Corpos, que considera apenas a interacio gravitacional entre o
objeto e o Sol.

O passo subsequente, que eleva a determinacdo orbital de uma estimativa
inicial para uma solucao robusta e preditiva, é o refinamento orbital. Este é um pro-
cesso estatistico iterativo que utiliza todas as observacgdes disponiveis, que podem

ser centenas ou milhares, para ajustar os parametros orbitais iniciais. O objetivo é
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minimizar a discrepancia entre as posicoes previstas pelo modelo matematico e as
posicoes efetivamente observadas. Este procedimento, conhecido formalmente
como correcao diferencial, constitui uma aplicacdo direta e poderosa do Método
dos Minimos Quadrados (MMQ) a um problema nao-linear.

Além de encontrar a érbita que melhor se ajusta aos dados (a orbita
nominal), o processo de refinamento fornece uma medida quantitativa da incerteza
associada a essa solucdo. Esta andlise de confianca, materializada no conceito
de elipsoide de confianca, é tdo importante quanto a prépria 6rbita, pois define
a regido do espaco de parametros onde a érbita verdadeira provavelmente se
encontra. Esta informacéao é a base para a avaliacao de risco de impacto e para a

propagacao de incertezas em previsdes futuras.

9.1 Método dos Minimos Quadrados Nao-Linear

Conforme estabelecido no Capitulo 6, o problema consiste em encontrar o vetor
de parametros X € R” que melhor descreve um conjunto de m observacdes. No
contexto do refinamento orbital, o vetor X tipicamente contém os seis elementos
orbitais que definem o estado do objeto em uma época de referéncia i, por
exemplo, X = (a,e,i,Q, w, MO)T.

O vetor de residuos, g(a?) € R™, quantifica a diferenca entre as m obser-
vacoes (componentes de 5) e as previsdes calculadas a partir do modelo orbital

(componentes de C(¥)):

@) =0-C® (9.1)
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A funcio de custo Q(X), que se busca minimizar, é a soma dos quadrados
dos residuos, ponderada pela incerteza de cada observacio. Esta ponderacao é
formalizada pela matriz de peso W, que é a inversa da matriz de covariancia das

observacoes, W = 261.

Q%) = ERTWER) = (0 — CE)W(O — C(@)) 9.2)

A solucio étima, ou a érbita nominal X*, é o ponto no espaco de parame-

tros R" que corresponde ao minimo global da funcio de custo Q(X).

9.1.1 Condicao de Minimo e o Método de Newton

Uma condicdo necessaria para que X~ seja um ponto de minimo é que o gradiente

(ou vetor de derivadas parciais) da funcdo de custo se anule nesse ponto:

- 3 -
voy =2 % 9.3)
X |z=x*
Para calcular este gradiente, aplicamos a regra da cadeia a forma quadratica
da Eq. (9.2). A derivada de uma forma quadrética ZL AZ com respeito a z é 2ZL A

(assumindo A simétrica). Aqui, Z = f(}?) e A = W. Portanto, a derivada em relacdo

a gé ZETW A derivada de Eem relagdo a X ¢ a Jacobiana.

Definimos a matriz Jacobiana B como a matriz de derivadas parciais das

previsdes C em relacio aos parametros x. A matriz B tem dimensées m X n:
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aC(%)

—

B(xX) = (9.4)

Como & = O — Ce O é constante, temos ;95 =

P —B. Aplicando a regra da
cadeia para VQ(X):

VO(X) = (2) (a—i) = 28TW)(-B) = —28(®)TWB(Z)  (9.5)
ok ) \ox

N
A condigdo de minimo VQ = 0 resulta no sistema de equagdes normais:

BR)WER) = 0 (9.6)

Este sistema de n equacgdes é, em geral, ndo-linear, pois tanto a matriz
>
Jacobiana B quanto o vetor de residuos & dependem de X de forma complexa,

através da integracao numérica da orbita.

Para resolver este sistema, emprega-se um método iterativo, como o
Método de Newton-Raphson, que busca encontrar o zero do gradiente. Partindo
de uma estimativa inicial fk (a 6rbita preliminar), procuramos uma correcio AX =
Xr4+1 — X que nos aproxime da solugdo. Para tal, expandimos o gradiente VQ(x)

o] - . .
em uma série de Taylor em torno de X e truncamos em primeira ordem:
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VO(Fi1) = V() + Ho(%) - (Fear — %) = 0 (9.7)

2
onde HQ = é a matriz Hessiana de Q. A correcdo AX &, portanto, a

solucao do sistema linear:

Ho(X)A% = —vQ(x)T 9.8)

Calculando a Hessiana HQ a partir da Eq. (9.5):

Ho = 2(9Q") = Z(~25™WE)
—2 (af WE + BTW—§>

X

—2 (HWE + B'W(-B))
=2 (B'WB - H;WE) 9.9)

onde Hg = e um tensor tridimensional (um conjunto de n matrizes
m X n) que envolve as derlvadas de segunda ordem da érbita em relacdo aos
pardmetros. Substituindo a Hessiana e o gradiente na recorréncia de Newton (Eq.

9.8), obtemos:
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2(B{W By — Hg WE)A% = —(—2B{W&,)
— (BIWBy — Hg WE)AX = BIWE, (9.10)

Esta é a formulacdo completa do passo de iteracdo de Newton.

9.1.2 Método de Gauss-Newton

O método de Newton completo, conforme expresso na Eq. (9.10), é computacio-
nalmente proibitivo para a maioria das aplicacdes em mecanica celeste. O calculo
do tensor Hér, que envolve as derivadas de segunda ordem da posicdo orbital em
relacdo aos parametros, é complexo e raramente implementado na pratica.

A aproximacao de Gauss-Newton, que constitui o coracdo do método de
correcao diferencial, baseia-se em uma simplificacdo da matriz Hessiana. A premissa
€ que, ou o modelo se ajusta bem aos dados (tornando os residuos Ek pequenos),
ou as nao-linearidades do problema sao suaves. Em qualguer um desses cenérios,
o segundo termo da Hessiana, Hg,ngk: que contém os residuos, é considerado

desprezivel em comparacdo com o primeiro termo, B,{WBk.

Hp ~ 2(B'WB) (9.11)

Esta aproximacgédo é bem eficaz na pratica. A matriz C,, = B'WB ¢ co-
nhecida como a matriz normal do sistema, uma matriz n x n simétrica e positiva

semi-definida.
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Substituindo esta Hessiana aproximada na equacao de recorréncia de

Newton (Eg. 9.10), obtemos a férmula de iteracdo da correcio diferencial:

(BIWB)AX = BIWE, 9.12)

A corregdo AX;. é entdo encontrada resolvendo este sistema linear para
AX. A nova estimativa para os parametros orbitais é obtida atualizando a estimativa

anterior:

55k+1 = )_C)k + A)_C)k = J_C)k + (B]ZWBk)_l(B]Zng) (9.13)

Este procedimento transforma um problema de otimizacdo ndo-linear em
uma sequéncia de problemas de minimos quadrados lineares, que sdo computacio-

nalmente trataveis.

9.1.3 Convergéncia do Processo Iterativo

O processo iterativo de correcado diferencial prossegue até que a magnitude da
correcdo AX se torne desprezivel, indicando que o algoritmo convergiu para um
minimo da funcao de custo. A convergéncia é tipicamente monitorada através de
uma norma da correcdo. Uma métrica robusta, que leva em conta a geometria do

problema, é a norma ponderada pela matriz normal:
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. /A)?T BTWB)Ax
”Ax”norm = % <e€ (9.14)

onde n é o numero de parametros sendo ajustados (a dimensdo de X e
€ é uma tolerancia numérica pequena, por exemplo, 10~8. Esta norma mede o
comprimento da correcdo no espaco de parametros, escalado pela curvatura da

funcao de custo, fornecendo um critério de parada significativo.

9.2 Elipsoide de Confianca

Uma vez que o processo iterativo converge para a 6rbita nominal X*, a analise esta
longe de terminar. Tdo importante quanto a solucdo em si é a quantificacdo de sua
incerteza. A 6rbita verdadeira ndo é precisamente X*, mas sim um ponto em sua
vizinhanca, cuja localizacdo é governada pela distribuicio de probabilidade dos
erros observacionais.

Na vizinhanca do minimo X, a funcio de custo Q()_C)) pode ser aproximada

por uma série de Taylor de segunda ordem:

Q@) = Q(x*) + VQ(xX*) - (¥ — X*) + %(3? = ¥ Hp(X)(% = %*)  (9.15)

Por definicao, o gradiente no ponto de minimo é nulo, VQ()_C)*) = 6
Definindo o desvio da érbita nominal como AX = X — X, a variacio na funcio de
custo, AQ = Q(X) — Q(x*), é dada por:
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AQ = %(Af)THQ(Ec’*)(A?c) (9.16)
Utilizando a aproximacdo de Gauss-Newton para a Hessiana (Eq. 9.11),
Hp(X*) = 2(BTW B), obtemos:
. l T T >\ T, T —
AQ = 2(Ax) (2B'WB)(Ax) = (Ax)' (B'WB)(AX) (9.17)
A matriz de covariancia I (de dimensées n x n) da solucio x* é definida
como a inversa da matriz normal:
r = (B'wWB)™! (9.18)

Substituindo T~ = BIW B na Eqg. (9.17), chegamos a relacéo :

AQ = (AX)T™I(AX) (9.19)

Esta é a equacdo de um elipsoide no espaco de parametros R”, centrado
em X*. Os eixos principais deste elipsoide s3o dados pelos autovetores da matriz
de covariancia I', e os comprimentos dos semieixos sdo proporcionais as raizes
quadradas dos autovalores correspondentes. A orientacdo e o tamanho do elipsoide

descrevem a incerteza e as correlacdes entre os parametros orbitais.
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A regido de confianca Z(k) é definida como o conjunto de todas as érbitas
aceitaveis X cuja fungio de custo Q(X) nio excede o valor minimo Q(x*) por mais

do que um limiar k2:

Z(k) = {* e R"|Q(¥) < Q(x*) + k%} (9.20)

Combinando as equacdes, a regido de confianca é o interior do elipsoide:

F—¥)T1(X-%) <k? (9.21)

A escolha do parametro k (e.g., k = 1) define o nivel de confianca es-
tatistica da regido (e.g., o elipsoide de 1-sigma). Esta regido Z ¢ de importancia
capital, pois ela contém o conjunto de Asteroides Virtuais (VAs) - um clone de
Orbitas estatisticamente consistentes com as observacées - que sdo propagados

no tempo para avaliar a probabilidade de futuros impactos com o nosso planeta.

9.3 Processo de Obtencio de uma Orbita Definitiva

A determinacdo da érbita de um asteroide, desde sua descoberta inicial até a
sua catalogacdo e nomeacdo, é um processo longo, gerenciado por uma entidade
central para garantir consisténcia e confiabilidade.

O Minor Planet Center (MPC), operando sob os auspicios da Unido As-
tronémica Internacional (IAU), funciona como o repositério global e centro de

processamento para todas as observacoes de corpos menores do Sistema Solar. As
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funcdes do MPC sio importantes para a comunidade astronomica e para a defesa

planetaria, incluindo:

e Coleta e Verificacio: Receber, validar e arquivar observacoes astrométricas

provenientes de observatorios profissionais e amadores em todo o mundo.

e Determinacao e Refinamento Orbital: Calcular érbitas preliminares para no-
vos objetos candidatos e realizar o refinamento orbital (correcdo diferencial)

de forma continua, a medida que mais dados sdo submetidos.

¢ Nomenclatura e Catalogacao: Atribuir designacdes provisérias a novas des-
cobertas e, eventualmente, nimeros permanentes a objetos cujas érbitas

sdo consideradas bem determinadas.

¢ Disseminacao de Informacoes e Avaliacao de Risco: Publicar efemérides
(posicoes futuras previstas) e fornecer os dados orbitais e suas incertezas
para organizacoes, como o Center for Near-Earth Object Studies (CNEQOS) da

NASA, que realizam a avaliacao de risco de impacto.

O processo formal para que a 6rbita de um asteroide seja considerada
definitiva (no sentido de ser suficientemente confidvel para receber uma numeracio

permanente) segue uma sequéncia de etapas bem definidas:

1. Descoberta e Designacao Provisdria: Um astronomo submete um conjunto
de observacdes de um objeto nao identificado ao MPC. Se o objeto ndo
puder ser imediatamente associado a um corpo ja conhecido, ele recebe
uma designacao provisdria, que codifica o ano e a quinzena da descoberta

(e.g., 2023 FZy).
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2. Ligacdo de Oposicoes: Uma érbita preliminar, baseada em um arco de obser-
vacdo de poucos dias, € inerentemente incerta. Para que a 6rbita se torne
confiavel, o objeto deve ser re-observado em diferentes geometrias e pontos
de sua trajetéria. O marco mais importante neste processo € a observacao
do objeto em diferentes oposicées - momentos em que o objeto, a Terra e
o Sol estdo aproximadamente alinhados, com a Terra no meio. A capacidade
de ligar observacoes de um mesmo objeto em multiplas oposicoes é a prova

definitiva de que sua 6rbita estd sendo corretamente modelada.

3. Numeracio (Designacio Permanente): A 6rbita de um asteroide é conside-
rada suficientemente bem determinada quando é observada em multiplas
oposicoes, tipicamente quatro para asteroides do cinturao principal. Para
Objetos Préximos a Terra (NEQs), cujas orbitas podem ser mais cadticas,
este critério pode ser relaxado para duas ou trés oposices, desde que o
arco de dados seja longo e a incerteza orbital, pequena. Neste ponto, o MPC
concede ao objeto um niimero permanente (e.g., (101955) Bennu), que o

inscreve oficialmente no catalogo de corpos menores.

4. Nomeacao: Apds a numeracio, o descobridor original do objeto recebe o
privilégio, por um periodo de 10 anos, de sugerir um nome. A sugestao é
entdo avaliada pelo Working Group for Small Body Nomenclature (WGSBN) da
IAU. Se o nome for aprovado, ele se torna oficial e é publicado nos circulares

do MPC.

Este processo meticuloso garante que o catalogo de corpos menores do
Sistema Solar seja um recurso de alta fidelidade, essencial para a ciéncia planetaria

e para a tarefa continua de monitorar o nosso ambiente césmico.
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Capitulo 10

Avaliacao de Risco de Impacto

possibilidade de colisdo entre a Terra e outros corpos celestes, como aste-

roides e cometas, transcendeu o dominio da ficcao cientifica para se consolidar
como uma area ativa e de suma importancia na pesquisa astronémica e na defesa
planetéria. O trabalho seminal de ?, que prop6s um impacto de asteroide como
a causa da extincdo em massa do Cretaceo-Paleogeno, foi um catalisador para o
estudo sistematico dos riscos associados a esses eventos. A subsequente desco-
berta da cratera de Chicxulub, no México, forneceu a evidéncia conclusiva que
transformou a percepcao do risco de impacto de uma hipotese tedrica para uma
realidade geoldgica e evolutiva.

A avaliacdo moderna do risco de impacto constitui uma cadeia de pro-
cessos interligados: a descoberta de novos objetos, a determinacdo precisa de
suas orbitas (Capitulos 7, ??, 9), a propagacao dessas orbitas no futuro sob a in-

fluéncia de todas as perturbacdes gravitacionais e ndo-gravitacionais relevantes
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e a quantificacdo do risco de colisdo em face das incertezas orbitais inerentes.
Este capitulo foca nas metodologias utilizadas para analisar encontros préximos e
estimar a probabilidade de impacto, conectando a mecanica celeste tedrica a sua

aplicacdo mais premente.

10.1 Encontros Préximos e o Plano Alvo

A avaliacao real do risco requer a analise detalhada de encontros préximos espe-
cificos. Durante um encontro rapido, a gravidade do planeta dominador (a Terra,
neste caso) torna-se a forca principal que atua sobre o asteroide. A trajetéria do
asteroide em um referencial centrado na Terra (geocéntrico) pode ser aproximada,
com grande precisdo, por uma hipérbole de dois corpos. O estudo desta trajetdria
hiperbdlica é a base da teoria de encontros de Opik e do formalismo do Plano Alvo

(Target Plane).

10.1.1 Hipérbole de Encontro e o Foco Gravitacional

Seja \700 o vetor velocidade geocéntrica do asteroide no infinito, ou seja, antes de
sua trajetéria ser significativamente curvada pela gravidade terrestre. As proprie-

dades assintoéticas desta hipérbole sdo importantes:

e Parametro de Impacto (b): A distancia perpendicular entre o centro da Terra
e a assintota de aproximacao da hipérbole. Se a Terra nao tivesse massa,

esta seria a distancia de maxima aproximacao.

¢ Velocidade no Infinito (V, = |\7oo|): Avelocidade relativa quando o asteroide

esta longe da influéncia gravitacional da Terra.
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A atracao gravitacional da Terra curva a trajetdria, um efeito conhecido
como foco gravitacional. A distancia de maxima aproximacao real, gge,, € SEmpre
menor que o parametro de impacto b. Este efeito também aumenta a sec3o de
choque de colisdo do planeta. A relacdo entre o parametro de impacto maximo

que resulta em uma colisdo (b,,,) € o raio do planeta (Rp) é dada por:

2GM V2
b2 = R (1 + P) = R2 (1 + esc) (10.1)
max — TP RpV2 P V2

onde V.. = J2GMp/Rp é a velocidade de escape na superficie do
planeta. O fator de aumento da secio de choque, F = (b /Rp)*. é F = 1 +
(VeSC/VOO)Z. Este fator pode ser significativo, especialmente para encontros com

baixa velocidade relativa.

10.1.2 Formalismo do Plano-b

O formalismo de plano-b, desenvolvido por ?, é a ferramenta padrao para descrever

a geometria de um encontro préximo.

¢ Defini¢do: O plano-b é um plano que passa pelo centro do planeta (a origem)
e é ortogonal ao vetor velocidade assintética de aproximacao, \700.

o Sistema de Coordenadas: Define-se um sistema de coordenadas ortogonal
(&€,1,0). O eixo {é colinear com V. (eixo a0 longo da trajetoria). Os eixos &
e n formam o plano-b. A orientacdo destes eixos no plano pode ser escolhida
de varias maneiras; uma convengao comum € alinhar o eixo r com a projecao

do vetor velocidade heliocéntrica do planeta no plano-b.
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¢ Interpretacdo: Por definicdo, a trajetdria ndo perturbada (a assintota) inter-
ceptaria o plano-b na origem (&, 17) = (0, 0). A trajetéria real, curvada pela
gravidade, intercepta o plano-b em um ponto com coordenadas (SZB, ryB).
A distancia deste ponto a origem é precisamente o parametro de impacto,

b = \|£% + 5. As coordenadas (£, ) definem, de forma Gnica e com-
pacta, a geometria do encontro na aproximacao hiperbolica.

O plano-b é, portanto, um retrato do encontro. A posicdo de um asteroide
neste plano determina sua distancia de maxima aproximacao e a deflexdo que sua

orbita sofrera.

10.2 Mapeamento da Incerteza Orbital no Plano Alvo

A 6rbita nominal de um asteroide, sendo a melhor estimativa, corresponde a um
dnico ponto (&), 1y) no plano alvo. Contudo, devido as incertezas inerentes ao
processo de determinacio orbital (Capitulo 9), a posicao real do asteroide no plano
alvo ndo é um ponto, mas sim uma distribuicido de probabilidade em torno da

posicao nominal.

10.2.1 Aproximacao Linear e a Elipse de Confianca

Aregido de incerteza no espaco de pardmetros orbitais 6D é descrita pela matriz
de covariancia I. Na vizinhanca da solucdo nominal X*, esta regido é um elipsoide
(Eg. 9.21). O primeiro passo para avaliar o risco de impacto é mapear esta incerteza
6D para o plano alvo 2D.

Na aproximacao linear, assume-se que o mapeamento M : R® — ]Rz,

que transforma os parametros orbitais X nas coordenadas do plano alvo (&,n), pode
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ser aproximado por sua linearizacdo (sua matriz Jacobiana) em torno da solucdo

. a(¢&, 1 ca . ~
nominal, J = % A propagacao linear da covariancia, um resultado padrio da

teoria de probabilidades, fornece a matriz de covariancia 2 x 2 no plano alvo:

Iyp = Jrj7T (10.2)

A matriz I'tp define uma elipse de confianga no plano alvo, centrada na
posicdo nominal (§0, 770). A forma e a orientacao desta elipse sdo determinadas
pela érbita e pela histéria observacional do objeto. Frequentemente, a incerteza
orbital é muito maior ao longo da direcido do movimento do que perpendicular a

ela, resultando em elipses alongadas.

A probabilidade de impacto, Rmp, é entdo calculada integrando a densi-
dade de probabilidade 2D (uma Gaussiana bivariada, na aproximacao linear) definida
pela elipse sobre a area do disco de colisdo. Este disco é a secao transversal do

planeta, aumentada pelo foco gravitacional (Eq. 10.1):

1 1 - - - -
Py = ﬂ e (25 TR~ ) ded
p Fe i<, 27 deiTon 2 P—=Po)Ltte P~ Po ) n

(10.3)

g T_. R T
onde p = (£,m)" e py = (§.70)"-
Esta aproximacao linear, embora conceitualmente util, falha significativa-

mente em vdrias situacdes criticas:
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1. Propagacao a Longo Prazo: Quanto maior o intervalo de tempo entre a
época da drbita e o encontro, mais as ndo-linearidades da dindmica N-
corpos distorcem a regido de incerteza, que deixa de ser elipsoidal e pode

se tornar filamentar e complexa.

2. Incerteza Orbital Elevada: Se a 6rbita inicial € muito incerta (devido a um arco
observacional curto), a regido de confianca 6D é grande, e a aproximacao

linear do mapeamento M torna-se invalida.

3. Encontros Muito Préximos: A forte deflexao gravitacional durante um en-
contro muito proximo é um processo altamente n3o-linear, que deforma a

regido de incerteza.

Como regra geral, a analise linear ndo é considerada confidvel para estimar
probabilidades de impacto menores que ~ 10™%. Para riscos mais baixos, métodos

nao-lineares sdo indispensaveis.

10.3 Métodos Nao-Lineares

Para superar as limitacoes da andlise linear, é necessario empregar métodos que
amostrem diretamente a regido de incerteza 6D e propaguem cada ponto amos-

trado numericamente.

10.3.1 Asteroides Virtuais (VAs)

O conceito de Asteroide Virtual (VA) é a base da andlise de risco moderna. Em

vez de propagar apenas a 6rbita nominal e sua covariancia linearizada, a regido
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de confianca 6D, Z(k), é discretizada em um grande ndmero de pontos (6rbitas).
Cada um desses pontos é um VA, representando uma oérbita estatisticamente
compativel com as observacdes. O conjunto de todos os VAs forma um enxame
que personifica a distribuicdo de probabilidade da érbita.

Cada VA é entao propagado numericamente usando o modelo dindmico
mais completo disponivel, incluindo as perturbagdes de todos os planetas, da
Lua, dos maiores asteroides e, quando relevante, forcas nao-gravitacionais. O
comportamento do enxame de VAs ao longo do tempo revela a evolucao nio-

linear da incerteza orbital.

10.3.2 Método de Monte Carlo (MC)

O método de Monte Carlo é a implementacdo mais direta e conceitualmente

simples do paradigma dos VAs.

1. Gera-se um grande nimero (Nu,) de VAs, amostrando aleatoriamente a
distribuicao de probabilidade 6D definida pela 6rbita nominal e sua matriz

de covariancia I (tipicamente uma Gaussiana multivariada).
2. Cada VA é propagado numericamente através do periodo de interesse.

3. Conta-se o nimero de VAs (N_gjisses) que colidem com a Terra (ou seja, cuja

trajetoria passa a uma distancia menor que Rg do centro do planeta).

4. A probabilidade de impacto ¢ estimada pela razéo: P, = colisses/ Notal-

O método MC é robusto e converge para a resposta correta, dadas as

suposicoes do modelo. No entanto, sua eficiéncia é baixa. Para estimar de forma
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confidvel uma probabilidade de impacto da ordem de 10_6, seriam necessarios
milhdes de VAs, um esforco computacional que pode levar semanas ou meses de

tempo de CPU para um Unico objeto.

10.3.3 Método da Linha de Variacées (LOV)

O método da Linha de Variacdes (LOV) é uma técnica semi-analitica e muito
mais eficiente, desenvolvida especificamente para lidar com o caso de 6rbitas
inicialmente muito incertas, como as de objetos recém-descobertos com arcos
observacionais curtos.

A ideia central é que, para arcos curtos, a incerteza orbital é esmagadora-
mente dominada por uma Unica direcdo no espaco de paradmetros 6D. A regido de
confianca Z(k) é um elipsoide alongado, assemelhando-se a um fio ou agulha. A
LOV é uma curva, parametrizada por uma variavel o, que segue o eixo maior desta
regido de incerteza.

No caso linear, a LOV é simplesmente a reta definida pelo autovetor 51

associado ao maior autovalor A; da matriz de covariancia I":

X(0) = X + o[\ (10.4)

Em vez de amostrar toda a regido 6D, o método LOV amostra VAs apenas

ao longo desta curva unidimensional. O procedimento é o seguinte:

1. Constroi-se a LOV, parametrizada por o, que representa o desvio da solucdo

nominal em unidades de desvio padrio.
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2. Amostra-se um conjunto de VAs ao longo desta linha (e.g., paracde -3 a

+3 em passos de 0.01).

3. CadaVA, J_E(O'k), é propagado numericamente, e para cada encontro préximo,

a posicdo (&, ng) no plano alvo é registrada.

4. A sequéncia de pontos (§k, r]k) traca a projecdo da LOV no plano alvo. Esta
curva revela como a posicdo do encontro varia em funcdo do desvio ao

longo da direcdo de maior incerteza.

Se a curva LOV projetada no plano alvo intercepta o disco de colisdo da
Terra, entdo existe um intervalo de valores de o, digamos [di,, 0oyt |, Que corres-
ponde a Impactadores Virtuais (VIs). A probabilidade de impacto pode entio ser
estimada integrando a densidade de probabilidade (que é aproximadamente uma

Gaussiana padrao em o) sobre este intervalo:

Oout -
Pimp = J Le_gz/zdc _1 [erf (GOUt> —erf (ﬂﬂ (10.5)
on 2m 2 V2 V2

A vantagem da LOV é sua eficiéncia: apenas algumas centenas de VAs
sd0 necessarios para mapear o risco, permitindo analises quase em tempo real
para objetos recém-descobertos. Sua principal limitacdo é que ela sé captura a
incerteza ao longo da direcdo dominante; se a incerteza nas direcdes transversais
também for significativa (o que acontece para arcos observacionais mais longos), a

LOV pode subestimar o risco.
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10.4 Sistemas de Monitoramento Operacional

A andlise de risco de impacto é realizada de forma continua e operacional por dois

sistemas principais, que implementam as metodologias descritas acima:

e Sentry: Operado pelo Jet Propulsion Laboratory (JPL) da NASA (https:

//cneos. jpl.nasa.gov/sentry/).

e NEODYS (Near Earth Objects Dynamic Site): Operado pela Universidade
de Pisa e pela empresa SpaceDyS, com financiamento da Agéncia Espacial

Europeia (ESA) (https://newton.spacedys.com/neodys/).

Estes sistemas monitoram continuamente o catalogo de Objetos Préximos
a Terra (NEOs), identificam encontros futuros até 100 anos ou mais, e calculam
as probabilidades de impacto. Os resultados sdo publicados em tabelas de risco
acessiveis ao publico. Os dois sistemas operam de forma independente, utilizando
diferentes implementacdes de software, o que permite a validacdo cruzada dos

resultados e aumenta a robustez das avaliacées de risco.


https://cneos.jpl.nasa.gov/sentry/
https://cneos.jpl.nasa.gov/sentry/
https://newton.spacedys.com/neodys/
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Capitulo 11

Caso (99942) Apophis

possibilidade de um impacto catastréfico por um asteroide ou cometa

transformou-se de um tema de ficcdo em uma area de pesquisa cientifica rigorosa
e de preocupacao para a defesa planetaria, particularmente apés a confirmacao
da hipotese de ? sobre a extingdo Cretaceo-Paleogeno. Nas Ultimas décadas, os
programas de busca por Objetos Proximos a Terra (NEOs) e os sistemas de monito-

ramento de risco tornaram-se cada vez mais sofisticados.

O asteroide 99942 Apophis representa um dos casos mais emblematicos
e instrutivos na histdéria recente da avaliacdo de risco de impacto. Sua descoberta e
o subsequente monitoramento ilustram vividamente os desafios, as metodologias

e a evolucao da nossa capacidade de prever e quantificar ameacas césmicas.
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11.1 Descoberta e Alarme Inicial

O objeto foi descoberto em 19 de junho de 2004 por Roy Tucker, David Tholen e
Fabrizio Bernardi no Observatério Nacional de Kitt Peak, recebendo a designacao
proviséria 2004 MNy. Foi observado apenas por duas noites, e a astrometria inicial
nao foi precisa o suficiente para garantir sua recuperacio imediata, levando a sua
perda temporaria.

Em 18 de dezembro de 2004, Gordon Garradd, do Observatério de Siding
Spring na Australia, redescobriu o asteroide independentemente. Com as novas
observagbes, rapidamente se tornou claro que 2004 MN4 era um Objeto Préximo

a Terra (NEA) com uma 6rbita que o traria perigosamente perto da Terra.

11.1.1 Primeiras Avaliacoes de Risco

Com um arco observacional ainda muito curto (apenas 1.7 dias apés a redesco-
berta), os dois principais sistemas de monitoramento de risco de impacto, Sentry
(JPL/NASA) e NEODYS (Universidade de Pisa/ESA), comecaram a sinalizar uma
probabilidade ndo desprezivel de colisio.

Em 20 de dezembro de 2004, ambos os sistemas indicaram uma probabili-
dade de impacto (PI) da ordem de 2 x 1074 (1 em 5000) para um encontro em 13
de abril de 2029. Esta probabilidade, embora pequena em termos absolutos, era
alta para uma previsao tao distante.

A situacdo tornou-se mais preocupante quando as observacdes originais
de junho de 2004 foram localizadas e ligadas as de dezembro (um processo de

precovery), estendendo o arco observacional para seis meses. Este arco mais longo
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permitiu um refinamento orbital significativo, mas, surpreendentemente, confirmou

a possibilidade de impacto em 2029 (?).

Nos dias seguintes, a comunidade astrondémica global intensificou as ob-

servagoes.

e 23 de dezembro: Novas observacoes e reandlise dos dados de junho eleva-
ram a Pl para 0.4% (1 em 250). O site do Sentry publicou uma imagem da
Linha de Variacdes (LOV) mostrando a Terra dentro da regido de incerteza

para 2029 (Figura 11.1, painel esquerdo).

e 24 de dezembro: A Pl subiu para 1.6% (1 em 62), um valor sem precedentes

para um impacto previsto com décadas de antecedéncia.

e 27 de dezembro (manh3&): Com mais dados, a Pl atingiu um pico alarmante
de 2.7% (1 em 37). O asteroide recebeu a classificacdo 4 na Escala de Torino,

a mais alta ja atribuida.
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PosigBes possiveis de 2004 MN4 em abril 13, 2029 Posigbes possives de 2004 MN4 em aoril 13, 2029

Direc&o de movimento
da LoV

PosicBes possiveis de 2004 MN4 em abril 13, 2029

.\‘

50000 km

Figura 11.1: Evolugdo da projecdo da Linha de Variagdes (LOV) de 2004 MN, no plano
alvo para o encontro de 13 de abril de 2029. Esquerda: Em 23 de dezembro de 2004,
a LOV (curva diagonal) interceptava claramente a Terra (circulo central), indicando uma
probabilidade de impacto significativa (= 0.4%). Direita: Em 27 de dezembro de 2004,
apos a inclusio de dados de precovery de marco de 2004, a LOV deslocou-se, eliminando o
risco de impacto em 2029, mas indicando um encontro bem préximo. A elipse representa
a incerteza (+30). (Fonte: Adaptado de JPL/NASA NEO Program)
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11.2 Refinamento Orbital e Eliminacao do Risco de 2029

A rapida escalada da probabilidade de impacto destacou a urgéncia de encontrar
observacoes adicionais, especialmente aquelas que pudessem estender significati-
vamente o arco orbital para o passado (precovery).

Na tarde de 27 de dezembro de 2004, astronomos do projeto Spacewatch
localizaram imagens de precovery do asteroide datando de marco de 2004. A
inclusdo destas observacoes estendeu o arco orbital para quase 9 meses.

O resultado foi imediato e dramatico: a nova solucao orbital eliminou
completamente a possibilidade de impacto em 2029. A LOV recalculada passou a
uma distancia segura da Terra (Figura 11.1, painel direito). Este episédio demonstrou
o poder de um arco observacional longo para restringir a evolucao orbital e reduzir
as incertezas.

Embora o risco de 2029 estivesse descartado, a 6rbita refinada previa um
encontro extremamente préximo em 13 de abril de 2029. Para caracterizar melhor
este encontro e avaliar riscos futuros (particularmente em 2036), eram necessarias
observacdes de maior precisao.

Em janeiro de 2005, o Observatoério de Arecibo realizou observacoes de

radar de 2004 MNy. Observagoes de radar sao cruciais porque medem diretamente:

e Distancia (Range): Através do tempo de ida e volta do sinal (precisdo de

metros).

¢ Velocidade Radial (Range-Rate): Através do desvio Doppler do sinal refletido

(precisao de mm/s).
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Estas medicbes diretas de distancia e velocidade radial complementam as ob-
servacdes Opticas (que medem apenas angulos), quebrando degenerescéncias e
reduzindo as incertezas orbitais, especialmente na direcao radial.

Com os dados de radar de Arecibo, a trajetéria de 2029 foi refinada para
prever uma passagem a uma distancia geocéntrica de = 38 400 km (= 6Rg), bem
dentro da 6rbita dos satélites geossincronos (= 42 200 km).

Com a érbita agora considerada segura para 2029 e bem determinada, o
asteroide recebeu o nimero permanente 99942 em junho de 2005 e, em julho de

2005, foi nomeado Apophis: o deus egipcio da destruicio e escuridao.

11.3 Avaliacao de Riscos Futuros: 2036 e Além

O encontro proximo de 2029, embora ndo representasse um impacto direto, le-
vantou a possibilidade de um impacto em datas subsequentes, principalmente em
13 de abril de 2036.

Um encontro proximo com um planeta altera significativamente a 6rbita
heliocéntrica de um asteroide devido a deflexdo gravitacional. A magnitude e
direcdo exatas desta alteracido dependem precisamente de quao perto e por qual
"lado”do planeta o asteroide passa.

Existe uma pequena regido no plano alvo do encontro de 2029, chamada
de "keyhole”(buraco de fechadura) gravitacional, tal que se Apophis passasse por
ela, a deflexdo gravitacional da Terra o colocaria em uma trajetdria de colisao sete
anos depois, em 2036.

A andlise de risco p6s-2005 focou em determinar se a regido de incerteza

da trajetéria de 2029 interceptava este keyhole de 2036.



11.3. Avaliacido de Riscos Futuros: 2036 e Além 179

e Apods dados de radar de 2005: A probabilidade de impacto em 2036 foi
estimada em = 1 em 45.000.

e Revisdao em 2009: Com mais observacdes opticas e refinamentos computa-

cionais, a probabilidade caiu para = 4 em 1.000.000 (1 em 250.000).

Apesar de baixa, a probabilidade néo era zero, e dependia crucialmente de efeitos

sutis.

11.3.1 Efeito Yarkovsky

Para previsbes de longo prazo de asteroides pequenos (como Apophis, com D =
340 m), a dinamica ndo é puramente gravitacional. No sistema Solar, os corpos
absorvem uma parte da luz do Sol que incide sobre as suas superficies, e reemitem
esta energia principalmente em comprimentos de onda na regido do infravermelho
e do térmico. O Efeito Yarkovsky é um fendémeno nao conservativo produzido pela
reemissdo térmica da luz solar que incide na superficie de um corpo sem atmosfera
e em rotacdo. Este efeito é particularmente significativo para os asteroides com
didmetros entre 0,01 - 500 metros (?) e totalmente desprezivel para objetos com
mais de 20km de didmetro. Este efeito pode ser dividido em duas componentes que
atuam simultaneamente (?): uma componente diurna, que depende do periodo de
rotacdo do corpo, da inclinacdo do eixo de rotacdo e da distribuicao longitudinal da
temperatura na sua superficie; e uma componente sazonal, que depende do periodo
orbital do corpo e da distribuicdo latitudinal da temperatura na sua superficie.

A modelagem matematica do efeito Yarkovsky envolve basicamente duas
etapas, a primeira delas é a determinacao da distribuicdo superficial de tempera-

tura e em seguida, avaliar a forca de recuo exercida pela reemissido térmica do
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corpo. Para a primeira etapa, precisamos levar em consideracdo a inércia térmica
do material na superficie do corpo. E conveniente adotar uma aproximaco line-
arizada para o problema considerando pequenas diferencas de temperatura em
relacdo a um valor médio. Para a segunda etapa assume-se uma simetria esférica
para a forma do asteroide, o que possibilita obter uma expressio analitica em
termos de harmonicos esféricos para a forca de recuo. As aproximacodes adota-
das sdo adequadas para obter representacoes analiticas do Efeito Yarkovsky com
nivel de precisido satisfatério para a maior parte das aplicacdes em dinamica de
asteroides. No entanto, para casos que envolvem corpos de forma irregular ou
orbitas altamente excéntricas, é necessario recorrer a um tratamento numérico das
equacoes, o que demanda maior esforco computacional e proporciona resultados
mais detalhados. Para incorporacdo do efeito Yarkovsky na analise da evolucao
orbital de um asteroide basta adicionar uma forca ndo conservativa as equacdes

de movimento de tal maneira que esta produza uma variacdo do semieixo orbital.

Resumo do Mecanismo:

1. E uma forca ou impulso térmico que atua sobre corpos em rotacdo no

espaco, como meteoroides e asteroides.

2. O efeito ocorre devido a emissio anisotropica de fétons termais, que car-
regam momentum quando o corpo aquece ao receber a radiacio solar e

depois resfria.

3. A mudanca de temperatura do objeto leva tempo, causando uma diferenca

entre a direcdo da radiacio solar recebida e a radiacdo térmica emitida.

O efeito liquido depende do sentido de rotacio:
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e Rotacao Prograda: O impulso tem uma componente na direcdo do movi-
mento orbital, causando um aumento lento do semieixo maior (da/dt > 0)

e uma espiral para fora.

e Rotacao Retrégrada: O impulso tem uma componente oposta ao movimento,

causando da/dt < 0 e uma espiral para dentro.
A magnitude da deriva da/dt depende de:
e Tamanho (maior para objetos menores).
e Periodo de rotacio e obliquidade (inclinacio do eixo de rotacio).

e Propriedades da superficie: albedo, emissividade, condutividade térmica,

densidade.

Para Apophis, a incerteza no estado de rotacdo e nas propriedades térmicas im-
pedia uma modelagem precisa do efeito Yarkovsky, adicionando uma incerteza
significativa a posicao prevista para 2029 e, consequentemente, a probabilidade

de passar pelo keyhole de 2036.

11.3.2 Eliminacdo Definitiva do Risco (2021)

A chave para resolver a ambiguidade do Yarkovsky e refinar a trajetéria de longo
prazo veio com novas observacoes de alta precisdo. Em marco de 2021, Apophis
fez uma passagem distante pela Terra, permitindo observacbes de radar com o
Goldstone Solar System Radar e o Green Bank Telescope.

Estas observacdes foram precisas o suficiente para:

1. Medir diretamente a acelerac3o Yarkovsky (da/dt) de Apophis.
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2. Refinar a 6rbita a ponto de excluir a passagem pelo keyhole de 2036 (e
qualquer outro keyhole significativo por pelo menos 100 anos) com alta

confianca estatistica.

Em marco de 2021, a NASA anunciou que Apophis estava removido da lista de

risco para 2036 e para o préximo século.

11.4 Enfim Apophis

Embora nado represente mais uma ameaca, o encontro préximo de Apophis em
13 de abril de 2029 oferece uma oportunidade cientifica Unica. A passagem a
=~ 38 400 km do centro da Terra (= 32 000 km da superficie) sera visivel a olho nu
de partes da Europa, Africa e Asia Ocidental.

Esta passagem permitird estudos detalhados do asteroide:

o Efeitos de Maré: A passagem dentro do campo gravitacional da Terra induzira
tensdes de maré no asteroide. A observacdo de possiveis mudancas na
rotacdo, ou mesmo na estrutura superficial (deslizamentos, reconfiguracio
de regolito), fornecera informacdes sobre a estrutura interna e a resisténcia

de Apophis.

e Caracterizacio Fisica: Observacdes intensivas (radar, ptico, infravermelho)
permitirdo mapear a forma, rotacdo, composicao e propriedades térmicas

com detalhes sem precedentes a partir da Terra.

¢ Missdes Espaciais: A missdo OSIRIS-APEX (anteriormente OSIRIS-REX, redi-
recionada apds visitar Bennu) estd a caminho para encontrar Apophis logo

apos o encontro de 2029, realizando estudos in situ.
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-
Exemplo: Estimativa do Tamanho de Apophis

Apophis tem uma magnitude absoluta H = 19.7. Observacoes
indicam que é um asteroide do tipo Sq (transicao entre S e Q), com um albedo
geométrico p ~ 0.33. Estime seu didmetro D.

Solucio: Utilizamos a relacdo didmetro-magnitude-albedo (Eq. (??)):

D (km) = 1322KM g-02H (11.1)
JP
ComH =19.7e p = 0.33:
o Jp=+033=0.5745
Substituindo:
= 1329km ) 141074
0.5745
~ (2313,3km) - (1.148 x 10%)
D = 0,2655km ou 266 metros (11.2)

Estimativas mais recentes, baseadas em observacoes térmicas (Herschel) e

radar, indicam um didmetro médio de = 340 metros. A diferenca pode vir de

um albedo ligeiramente diferente ou da forma irregular do asteroide.
Apophis tem um tamanho da ordem de 300 metros, colocando-o

firmemente na categoria de objetos capazes de causar devastacao regional

severa em caso de impacto.
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p
Exemplo: Ordem de Grandeza do Efeito Yarkovsky

Medicbes da deriva orbital de Apophis indicam da/dt =~ —170 m/ano
(rotacao retrograda). Qual a mudanca total no semieixo maior entre 2004 e
2029 (25 anos)? Qual o deslocamento correspondente na posicdo orbital?

Solucdo: 1. Mudanca no Semieixo Maior (Aa): Assumindo da/dt

constante:

Aa = (da/dt) - At
= (=170m/ano) - (25 anos)
Aa = —4250m = —4,25 km (11.3)

2. Deslocamento Orbital (AL): Uma mudanca em a causa uma mudanca no

2, e consequentemente na posicdo ao longo da orbita.

periodo orbital T o a3/
A mudanca na longitude média L = M + Q + w (ou simplificadamente, na
anomalia média M) devido a uma deriva constante da/dt ao longo de um

tempo At é:

AL = —§n<

5 (11.4)

da/dt\ (At)?
a ) 2
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Onden = \/kz/ag’ é o movimento médio. Dados para Apophis: a = 0,922 UA =
1,38 x 101 m.n = 27/T = 27/(0,89anos) = 7,06 rad/ano = 2,24 x
10~ rad/s.

—170m/ano

25 anos)?
1,38 x 1011 m>( )

AL = —%(2,24 x 1077 rad/s)(

(=170 m/ano) = —=5,39 x 10 m/s
da/dt —539%x10°m/s

@ 138x10m
(25anos) = 7,88 x 108 s — (At)? = 6,21 x 1017 §?

~—39x10"17¢71

AL = —2(2,24 x 1077 rad/s)(—3,9 x 10717 s71)(6,21 x 107 s?)

AL =~ +4.08 rad (11.5)

Este AL é um angulo. O deslocamento fisico ao longo da érbita é As = aAL:
As = (1,38 x 101 m)(4.08) = 5,63 x 10! m = 563 000 km.

Embora a mudanca no semieixo maior seja pequena (= 4 km), o
efeito cumulativo sobre a posicdo orbital ao longo de 25 anos é enorme
(= 560 000 km), muito maior que o tamanho da Terra ou do keyhole de 2036.
Isso ilustra por que a medicao precisa do efeito Yarkovsky era essencial para

eliminar o risco.
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